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LA CONJECTURE DE CATALAN

par Serge LANG

( d’ après R. TIJDEMAN [4] )

Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU

(Théorie des nombres)
17e année, 1975/76, n° 29, 9 p. 24 mai 197é

Une conjecture classique. de Catalan dit que l’équation

n’a qu’un nombre fini de solutions en entiers x , p , y , q . La difficulté est de

borner p , q . Pour fixe, l’équation est superelliptique et peut être trai-

tée par les méthodes de par réduction au cas elliptique.
TIJDEMAN a récemment renforcé une égalité de [4], qui lui a permis de

montrer que l’équation de Catalan n’a qu’un nombre fini de solution, de façon effec-

tive. Nous énoncerons l’inégalité, montrerons comment elle s’applique au problème de

Catalan, puis donnerons un résumé de la démonstration de l’inégalité diophantienne

portant sur des combinaisons linéaires de logarithmes de nombres algébriques, à
coefficients entiers.

1. Enoncé de l’inégalité

Soient  (j = 1 , ... ~, n) des nombres algébriques dans un corps de nombre K ,
soit u. J 

= log cx. J (détermination principale). On pose

où la hauteur est définie par le produit

étendu sur les valeurs absolues de K , normalisées pour induire la val eur absolue

ordinaire sur 0 , ou les valeurs p-adiques telles que jp( = 1/p . Les exposants
~~ v

P
n 
v 

sont les multiplicités locales, donnant lieu à la formule du produit.

INÉGALITÉ de Baker-Tij deman. - Scient p. , ... , 6 des nombres rationnels tels

que

~ = max t

où e est un nombre positif convenable, dépendant de r, par exemple



suffira. Alors on a une inégalité

où C est une constante suffisamment grande, dépendant seulement de n et du degré

[K : Q] .
-~~

BAKER avait obtenu une telle inégalité, mais laissant indéterminée la dépendance de

T(B , u) par rapport à U _.. On notera aussi que l’apparence de U 
n 

avec 

sant 1 ~ est essentielle pour les applications qu’on a en vue.

L’inégalité de Baker-Tijdeman sera ramenée à une autre inégalité

~ ~

INEGALITE de Baker-Fel’dman. - Soient 03B21, ... , 03B2n des nombres rationnels tels

~

Alors on a

où C~ est une constante suffisamment grande, et ~ est un nombre positif convena-

ble (par exemple 8 ~- 1 ).

Dans cette inégalité, on pose U = max U.. On voit que les deux inégalités dif-
J

fèrent dans l’exposant de U , qui est plus précis dans la première inégalité que
dans la seconde. Le passage de l’une à l’autre constitue une sorte de récurrence sur

les hauteurs, et permet de traiter les cas où B est grand ou petit par rapport à U .
*

2. Application à Catalan

On peut supposer que p ~ q sont des nombres premiers impairs (le cas où l’un d’eux

est 2 peut être traité séparément)« On doit montrer que p, q sont bornés.

Nous analysons d’abord une propriété de divisibilité. On peut écrire

Les deux facteurs à droite ont un p~ g. C. à 1 ou q. En effet, si ~

est premier divisant tous les deux, donc

et par conséquent ~ ==- q . Il en découle aussi que seule la première puissance de

q peut diviser les deux facteurs. Un argument semblable, appliqué à ~ G = x - 1 ,

montre donc : il = 0 . 1 , 
- 1 tels que



avec des entiers X, Y convenables.

On a une symétrie évidente entre les termes en x et y. Supposons pour fixer

les idées que

Les autres cas peuvent être traités de la même manière.

Premier pas. - On montre q « ( log p) ~% avec une constante c .

Démonstration. - Remarquons d’abord que

ont le même ordre de grandeur. On a également

Employons la factorisation de x - 1 et y + 1 à nouveau. On trouve

L’inégalité de Baker-Tijdeman donne alors

On ramène à gauche le terme exponentiel 2 log p , puis on se sert du fait que

log X intervient à la première puissance pour l’éliminer des deux côtés. Puisque

q ~ p , en obtient

avec une constante c convenable.

Deuxième pas. - On a p « ( log p)C avec une ccnstante c .

Démonstration. - Cette fois-ci, on commence directement avec 1’inégalité

d’où, par les mêmes arguments qu’avant, on trouve



et donc

L’inégalité de Baker-Tijdeman montre alors que

Le premier pas nous donne déjà une borne de q en fonctionne log p . Cette fois-

ci, on élimine log Y des deux côtés, et on arrive à

ce qui démontre que p est borné, comme il fallait le faire.

On observera que l’inégalité de Baker-Tijdeman n’est, appliquée qu’à des combinai-

sons linéaires de deux et trois logarithmes de nombres rationnels.

3. Réduction au cas d’indépendance linéaire

Tout d’abord, il convient de se ramener au cas où les u. J sont linéairement indé-

pendants sur les rationnels. Cn fait ça au moyen du lemme suivant, dont la démonstra-

tion emploie. une technique de ~3~ .

THÉORÈME 3.1. - Soit K un corps de nombres. Soient 03B11 , ... , 03B1r des éléments

/ 0 de K , multiplicativement indépendants. a dans K , et N la pério-

de de a par rapport au groupe enqendré ... . 03B1r et par (= raci-
nes de l’unité dans K ). Alors N satisfait à la borne

r~û la constante implicite dans ~ ne dépend que de ~K : Q~ .
N

Démonstration. - On écrit

est une racine de On peut supposer

Par le principe des tiroirs de Dirichlet applique à

on peut trouver un entier q > C premier à N avec C  q  N tel que

avec des entiers s , convenables. ns n. = am. - ~~s . ~ de sorte que
J J 

’ 

J J



Comme les hauteurs d’éléments de K qui ne sont pas des racines de l’unité admet-

tent une borne inférieure effective, ceci termine la démonstration.

COROLLAIRE. - Soient 03B11 . ... , 03B1r+1 des éléments # 0 de K . Supposons q u’ils

ont rang multiplicatif r . Alors il existe une relation multiplicative;

des entiers m), pas tous égaux a Q et tels Que M = max (m. ) ( satisfait à

Démonstration. - Elle est évidente.

Supposons qu’on veuille démontrer une inégalité comme dans le théorème. On suppose
qu’elle soit fausse, donc qu’cn ait

Supposons que u1 , ... , ur soient un sous-ensemble maximal d’éléments linéai-

rement indépendants parmi u~ ~ ... ~ un-~ . Si up dépend de ... t. un~~ !
on écrit une relation linéaire, et on trouve tout de suite une combinaison linéai-

re d’éléments linéairement indépendants, satisfaisant à l’inégalité

rù Bt =~ max ~K~~~~ satisfait à
~ J

(Le log log provient d’une estimation triviale de la fonction d’Euler.) Ceci contre-
dit alors l’inégalité de Baker-Fel’dman. Un raisonnement semblable ramène l’inégali-
té de Baker-Fel’dman au cas linéairement indépendant.

Cette réduction, très simple , permet de simplifier , c o n s i a b l e m e n t , ,

certaines démonstrations, par exemple celle dcnnée par BAKER dans sen livre [1]
peur le théorème de Baker-Fel’dman, chapitre 3. Les lemmes 3, T et la récurrence de-

viennent inutiles (cf. la remarque à la fin de la page 35). Même sans la berne

explicita donnée par le corollaire ci-dessus, la réduction pouvait s’appliquer puis-

que BhKER ne précise pas la dépendance de la constante par rapport aux hauteurs des

a .



4. Démonstration de l’inégalité diophantienne

Nous supposerons connue l’inégalité de Baker-Fel’dman, et nous indiquerons briè-

vement comment on passe de celle-ci a l’autre. La difficulté tient à l’exposant 1

pour U ~
* 

n

On suppose donc qu’on a des nombres rationnels ~. tels que~

avec C~ suffisamment grande, et on veut trouver une contradiction.

On peut supposer que U r+1 est .grand par rapport à Ur ~ de façon précise

sans cela .n est dans le cas Baker-Fel’dman.

On peut aussi supposer B >. C U~ r ~ car dans le cas contraire, une inégalité tri-
viale du type Liouville donne la contradiction.

On pose avec FEL’DMAN., pour k entier,,,

Ces polynômes ont l’avantage qu’on peut donner facilement des estimations de leur

valeur absolue, et de leurs dénominateurs quand x est rationnel. Ceci a été fait

par et BAKER a ensuite donne des bornes précises pour leurs dérivées, légè-

rement améliorées par TIJDEMAN. Par exemple, si x est un nombre rationnel positif,
~n trouve

est la dérivée et x .~ a/d est exprimé comme quotient de nombres en-

tiers premiers entre eux.

Pour tout vecteur

d’entiers ¿ 0 , en pose

où N B]. C’est un polynôme en x, de nature spéciale, adaptée à nos bescins.

PRINCIPAL - Si M* est suffisamment grand, il existe un nombre CO ayant



la propriété suivante. Si l’on a une inégalité

alors il existe des coefficients entiers a ~ pas tous nuls, tels que

pour un nombre premier q L~~~ ~ q  (m) , n entier po-

si tif satisfaisant

La somme sur ~~.} est prise pour C  ï~. J ~ L.. J Les valeurs L. ,J sont déterminées

en fonction des U. , et de façon précise,
J

avec des nombres réels positifs 03C3 , 03C3’ , 03C1 , 03C1’ qu’on détermine au fur et à mesure

de la démonstration pour que ça marche. Une infinité dé choix est possible, et lq
valeur précise de ces paramètres est sans conséquence, mais pour le lecteur avide de

précision, disons que les valeurs doivent satisfaire à des inégalités

avec t positif. On fait alors le choix

Ces valeurs précises n’intervie ndront pas dans la partie de la démonstration que

nous allons résumer.

Les équations (*) sont des relations pclynomiales pour par rapport au corps

Du fait qu’on a beaucoup de telles équations? c’est-à-dire que les polynômes

sont linéairement indépendants, on obtient par récurrence que, pour chaque valeur

?~~ f ~ .. i ~.~~ ,, ~,e 
a

s’annule en toutes les fractions n/q avec multiplicité  L .



On voit alors que ce polynôme a un nombre de zéros plus grand que son degré, donc

qu’il est identiquement cul, donc que les a/ B sont tous contradiction.

Il que 03B1n/qr+1 est de degré  q sur K .

On procède maintenant à une récurrence qui ramène le théorème au cas où la hauteur

de a ~ est du même ordre de grandeur que les autres hauteurs des Par la
r+r J

théorie de Kummer, il existe une relation multiplicative

avec Un élément ° dans K ° On écrit ceci additivement,

avec )B;J « q . On peut supposer, sans perte de généralité, que u. ==- 2~1 « Par la

sous-multiplicativité de la hauteur, on trouve

Posons = l~g comme il se doit. On trouve

On substitue l’expression linéaire pour u~~, 4 dans l’inégalité fondamentale du

lemme principale On trouve alors

où les sent de nouveaux coefficients, satisfaisant
J

La constante C 7? ne dépend que de M 
~B 

et de 3" ~

Cette nouvelle combinaison linéaire où u . est remplace par u(1)r+1 a pour effet

de remplacer 13 par 13 (1) (le début d’une progression géométrique), mais de faire
décroître U . à U~ ~ ~ .r+t r+1

Sous l’hypothèse
c - --

on a

et par conséquent
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La démonstration est immédiate. Ceci implique que nous pouvcns procéder à une ré-

currence s f8is, avec s ~ 2 log U~,~ ! pour obtenir une inégalité

avec des coefficients 03B2(s)j tels que Hauteur 03B2(s)j  B(s) . On peut continuer la
récurrence jusqu’à ce que

ce qui ramène le théorème de Baker-Tijdeman au théorème de Baker-Fel’dman, comme en
se l’était proposé

Quant au lemme principal, il se démontre de la façon habituelle, encore qu’un peu

plus complique, avec des fonctions entières auxiliaires et le procédé d’extrapola-
tion qui leur donne beaucoup de zéros. Nous n’estrons pas dans cet aspect de la

démonstration ici.
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