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L4 COMJECTURE DE CATALAN

par Serge LANG
(d'aprés R. TIJOEMAN [4])

Une conjecture classique de Catalan dit que 1l'équation

X - yq =1

n'a gqu'un nombre fini de solutions en entiers X 4 p 9 Y y» q o La difficulté est de
borner p 5, g « Pour p 4 @ fixe, 1'équation est syperellipticue et peut &tre trai-
tée par les méthodes de SIEGEL-CHABAUTY-KUBERT-LANG, par réduction au cas elliptique.
TIJDEMAN a récemment renforcé une égalité de BAKER [1], [4], qui lui a permis de
montrer que l'équation de Catalan n'a qu'un nombre fini de solution, de fagon effec-
tives Nous énoncerons l'inégalité, montrernns comment elle s'applique au probléme de
Catalan, puis donnerons un résumé de la démonstration de 1'inégalité diophantienne

portant sur des combinaisons linéaires de logarithmes de nombres algébriques, a

coefficients entiers.

1. Bnoncé de 1'inegal ité
(e o e o e Al e e T B T s P P g

Soient aj (3 =1, ses 4 n) des nombres algébriques dens un corps de nombre K ,

soit u; = log oy (détermination principale). On pose

Uj = leg HK(aj) . Uj.g U5+1

9
ol la hauteur HK(a) est définie par le produit
n
v
rk mux(1 ’ Ia[v)
étendu sur les valeurs absclues de K , normalisées pour induire la val eur absolue

ordinaire sur Q , ou les valeurs p-adiques telles que Iplv = 1/p « Les exposants

p
n, sont les multipliciéés locales, donnant lieu a la formule du produit.

INEbALITé de Baker-Tijdemane = Scient 61 g see o Bn des nombres rationnels tels
que

By Uy + e + B U #0.
ot

Posons B = max Hk(Bj) ’
7B, w) = (leg B)U_°__,

ol @ est un nembre pcsitif convenable, dépendant de r , par exemple

8 =(2n4+3)(n+3) +1



29-2
suffirae Alors on a une inégalité

C"’T(BQU)

181 u1 + eee + Bn un[ >/ C

ou CO est une constante suffisamment grande, dépendant seulement de n et du degré
[K!B]-

BAKER avait obtenu une telle inégalité, mais lzdéssant ind<terminée la dépendance de
7(B , u) par rapport a Un—1 ¢« On notera aussi que l'apparence de Un avec expa-

sant 1 4 est essentielle pour les applications qu'on a en Vues

L'indgalité de Baker-Tijdeman sera ramenée 3 une autre inégaliti.

INéCALITE de Baker-Felldman. = Soient 31, ese g Bn des nombres ratisnnels tels
que

B1U1+.oo+BnUn¢Oo

Alnrs on a

lB1 Uy + eee + Bn uni > Cg(log B)U

ou CO est une constante suffisamment grande, et % est un nombre positif convena=-
ble (par_exemple 8 - 1 )e
Dans cette iné¢galité, on pose U = max Uj « On voit que les deux inégalités dif-

férent dans l'exposant de Un , qui est plus précis dans la premiére inégalité que
dans la seconde. Le passage de l'une & l'autre constitue une sorte de ré¢currence sur

les haukurs, et permet de traiter les cas ou B est grand ou petit par rappert a U,

2, Application a Catalan

On peut supposer que p , g sont des nombres premiers impairs (le cas ou 1'un d'eux

est 2 peut &tre traité séparément). On doit montrer que p , § sont bornés.
Nous analysons d'abord une propriété de divisibilité. On peut écrire

P _ 1 g2

X =yTa = (y+ N -y

4+ eee = 1) @

Les deux facteurs a droite ont un pe g. €. do ¢ozal 3 1 ou g « En effet, si ¢

est pramier divisant tous les deux, donc

y=-1 (mod 2) ,

an a

-1 -2
a-1 _ a

Yy + ses + =1 =-g {mod 2) ,

et par eonséquent 4 = q « Il en découle aussi que seule la premiére pu.ssance de
q peut diviser les deux facteurs. Un argument semblable, appliqué a 3q = xp -1,
mentre donc ¢ il existe § 4, 6' =0, 1, =1 tels gue



6' yP _ 4

x=p5xq+1, et Y =4q

i
avec des entiers X 4 Y convenables.

On a une symétrie évidente entre les termes en x et y . Supposons pour fixer

les idées que

gg<p et O<y<x.

Les autres cas peuvent &tre traités de la méme maniére.
. c
Premier pase = On montre g << (log p) avec une constante ¢ .

Démonstrations - Remarquons d'abord que

]
(e XHP et (¢ v

ont le méme ordre de grandeur. On a €galement

log(x = 1)P = logfy + 1)

<llog(x = 1P = log P| + [log xP - log y| + [log y¥ = leg(y + 1)
2

<< Ea = exp(- q lag X + 2 log p) o
X

Employons la factorisation de x -1 et y+1 3 nouveau. On trouve

' 2
lp 1og(p® X% - q log(® YP)| << p/x7,
dteu
2
lps log p - q8' log g + pg leg(X/¥)| << p/x7 .

L'inégalit¢ de Baker-~Tijdeman donne alors

6 "y
CO[(lﬂg p) (log q)”1ng X‘g C, exp(— g lag X + 2 leg p)

On raméne 3 gamuche le terme exponentiel 2 1lag p , puis on se sert du fait que
log X intervient & la premiére puissance pour 1'’liminer des deux c8tés. Puiscue

q< p s on abtient

C
q << (1log p)

avec une constante ¢ convenable.

Co Qo Fo Do

. c
Deuxiéme pass — On a p << (log p) avec une ccnstante c¢ .

Démonstratien. — Cette fois—ci, on commence directement avec 1'inégalite
lp log x = g leg vyl «< 1/xP
d'ou, par les mfmes arguments qu'avant, en trcuve

[ 8 ]
| p log x - a log(e® ¥P) «< p°AYP ,
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et donc

lp log(x/¥Y) - g8 log ql << p2/Yp = exp(= p leg Y + 2 log p) »

Lt'inégalité de Baker—-Tijdeman montre alors que

_ 6 q
CO(log p)°log Y < Cy exp(- p log Y + 2 log p) «

Le premier pas néus donne d<ja une berne de q ep fonctionde log p . Cette fois-
ci, on élimine log Y des deux c8tés, et on arrive 3

p << q(log p)¢ ,

ce qui démontre que p est bBornd, comme il fallait le faire.

On cbservera que 1'inégalité de Baker-Tijdeman n'est appliquée qu'a des combinai-

sons linéaires de deux et trois logarithmes de nombres rationnels.

3. Réduction au cas d'indépendance linéaire
D e e e e A T S e e e

Tout d'abord, il convient de se ramener au cas ou les uj sont linéairement indé-

pendants sur les rationnels. Cn fait ¢a au moyen du lemme suivant, dont la démonstra-
tion empleie une technique de STARK [3] .

THEOREME 3.1. - Soit K un corps de nombres. Soient <

S ICEE R des éléments
£#0 de K, multiplicativement indépendants. Soit o # 0 dans K , et N la pério-

. * — .
de de «a par rappart au groupe engendrd par A A et par Ktcr (= raci-
nes de l'unit{ dans K )« Alears N satisfait & la borne

r
@(N) << (h1 + ses + hr) 9

su la constante implicite dans << ne dipend que de [K : Q] »

Démonstratione =~ On écrit

m1 mr _ N
0’1 e Q’r g = '}

ou [ est une racine de 1l'unité. COn peut supposer

(m,',.o. ’mr’N)=1o

Par le principe des tirocirs de Dirichlet appliqué¢ a
T
en peut trouver un entier q > C premier 3 N avec C< g< N tel que
' -1
lom./N - s.{ << 3(N) /x ,
J J
avec des entiers sj convenableses Poxns n, = qmj - st s de sorte que

irrj! <« ng()"VE
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On obtient

N
0!1 Xy dr go—'e avec B8 e K .

Dnnc

N N _\n N _
BK(B) = HK(B )< (H1 oee Hr) s cu n = max lnj| .
Comme les hauteurs d'él¢ments de K qui ne sont pas des racines de 1'unité admet-
tent une borne ingérieure effective, ceci termine la démonstration.

COROLLAIRE. - Soient Qg 9 oeen s X des é1¢ments # O de K . Suppesons gu'ils

ont rang multiplicatif r . Alors il existe une relation multiplicative

™ Tl _
a1 ese aI""? =

avec des entiers mB pas tous égaux 3

0, et tels qgue M = max ‘mj| satisfait 3

Ir
(M) <« (hy + «.e hr) .

Démonstratione - Elle est évidente.

Suppososs qu'on veuille démontrer une inégalité comme dans le théoréme. On suppose
qutelle soit fausse, donc qu'cn ait

lB1 Uy + eee + B un[‘s CST(B’U) .

Suppessns que Uy g ees u_ soient un sous~ensemble maximal d'¢léments lincai-

rement indépendants parmi Ug 9 eee g U4 o Si u, dépend de Up 9 eee 9 U 49

on écrit une relation linéaire, et on trouve tout de suite une combinaison lindai-
re d'éléments linéairement indépendants, satisfaisant & 1'inégalité

15; Uy + een + B ur‘ < C;T(B’U) ,

eu B! = max Hk(ﬁs) satisfait 3
B! << B.U® log lag U .

(Le log log provient d'une estimation triviale de la fanction d'Euler.) Ceci contre-

dit alors 1'inégalité¢ de Baker-Fel'dmane Un raisonnement semblable raméne 1'inégali-
t¢ de Baker-Fel'dman au cas liné¢airement ind¢pendant.

Cette réduction, tras simple, permet de simplifier , comsid ' reblemant,,
certaines démcnstrations, par exemple celle dennce par BAKER dans scn livre (1]
pcur le théoréme de Baker-Fel'dman, chapitre 3. Les lemmes 3, 7 et la récurrence de-
viennent inutiles (cfe la remarque 3 12 fin de la page 35). M8me sans la berne
explicite dannée par le scorellaire ci-dessus, la r{ductien pouvait s'appliquer puis-—

que BAKER ne précise pas lz dipendance de la constante par rapport aux hauteurs des
a

J [ 3
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4, Démonstraticn de 1'inégalité diophantienne
WMWMMWW

Nous supposercns connue 1'inégalité de Baker-Fel'dman, et ncus indiquerons brié-~
vement comment en passe de celle—ci 3 l'autre. La difficulté tient 3 1l'exposant 1
pour Un o

On suppese donc qu'on a des ncmbres rationnels Bj tels que

(1) |8u

_ ~7 (Byu)
g+ oeee Sr u, —u < C, ’

w1

avec CO suffisamment ¢grande, et con veut trouver une contradictione.

Cn peut supposer que Ur+1 est grand par rapport a Ur » de fagor précise

Ur+1 ;,4rUr ’
sans cela en est dans le cas Baker—Fel'dmans

On peut aussi supposer B =>C ® car dans le cas contraire, une inégalité tri-
1 ¢ ?
viale du type Liouville donne la contradictione

On pose avec FEL'DMAN, pcur k entier,,

1 2 (XK J +k
A(x,k)=(x+ ) (x + 2) (x + k)
k!
Ces polyndmes ont l'aVantage qu'on peut donner facilement des estimations de leur
valeur absoluey et de leurs dénominateurs quand x

est rationnels Ceci a été fait
par FEL'DMAN, et BAKER a ensuite denn¢ des bornes précises pour leurs dérivées, lége—
rement amélierées par TIJDEMAN. Par exemple, si x

est un nombre rationnel positify,
en trouve

%E D"(a(x 4 k)%) ¢ 4 (x+K)2

dén %T D" A(a/d k)£ < deE e4km/3 ’

ou D est la dérivée .d/dx 4 et x = a/d

tiers premiers entre euxe

est exprim¢ comme qu~tient de nombres en-

Pour tout vecteur

() = (g s Ao eee a Ay) et (m) = (my s vor y my)
d'entiers 2 O , en pose
x.()\. =7)\. + Q. )\
J ) J T3 Tt
et
m. A
‘ _ c o gy =F
¥, o) =¥(x 2 ym,y )= o= Do & (x+hy o W) oy alxs(0) 4 mg)

oi N = [leg Ble C'est un polynlme en x , de nature spécizle, zdaptée 3 nos bescins.

LEMME PRINCIPAL. — Si M, est suffisamment grand, il existe un nembre CO ayart
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la propriété suivantee Si 1'on 2 une indgalité

|B1u1+n.°+erur-upﬁ|5C;ﬂBN),

alars il existe des coefficients entiers a(x) pas tous nuls, tels que

nKT/q nxr*?/q _

(x) Z(k) a) Y(g y Med 5 T) & cao @ C,

1 ™1

pour un nombre premier q tel gue Lr?1 <qg< 2Lr+7 y et pour (m) , n entier po-

sitif satisfaisant

0« m, < L, ng M, N,
La somme sur (A) est prise pour C g Aj,g Lj « Les valeurs Lj sont déterminies

en fonction des Uj s et de fagon précise,

Lpﬂ = % Us' ?

]
= = e = = 1P
L =L, L, M, ULy

avec des nombres réels positifs o 4 0' 5y p 5 p' qu'on détermine au fur et a mesure
de la démonstration pour que ¢a marche. Une infinit{ de choix est possible, et lg
valeur précise de ces paramétres est sane conséquence, mais pour le lecteur avide de
pr{cision, disons que les valeurs doivent satisfaire a des inégalités

(r+ 1o +oc'>7+ 1, gsy0'<t,

(r+ 1)p+p'> tr+1), p+ i<t et pt<ty,

avec t positif. on fait alors le chnix

1 1
R ) N A
t=2r+3, p=t-2, p' =t -1.

Ces valeurs précises n'interviendront pas dans la partie de la démonstraticn que

nous allans résumer.

Les équations (*) sont des relations pclynomiales pour d;i? par rapport au corps

K, = k@Y, ..., a;/q)

Du fait qu'on a beaucoup de telles {quations, ciest-a—dire que les pclyndmes
A(x 3 O) 5 A(x 4 1) 4 oes s ACx 4, L)

sent lindairement ind{pendants, cn cbtient par récurrence que, pcur chaque valeur

X1 9 oce o A le polynf‘me

2

>
™1 N

o
A N
~1220 () (x4 24 2 W)

stannule en toutes les fractions n/g avec multipkiciti S L .
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On voit alors que ce polyndme a un nombre de zéros plus grand que son degré, donc

qu'il est identiquement rcul, dcnc que les a(x) sont tous nulsg contradictione.

n/q

' . .
I1 s'ensuit que % est de degré < g sur Kr .

Cn procéde maintenant 3 une réeurrence qui raméne le théocréme au cas ou la hauteur
de a4 est du méme crdre de grandeur que les autres hauteurs des oy o Par la
théorie de Kummer, il existe une relation multiplicative
a\’1 (‘b)q

oS A T ar - ! Ogvy<a

o
avec un élément aﬁlz # 0 dans K . Cn dcrit ceci additivement,

u vy U b oeee oy U —-qu( ) + va2ri

1 T

avec |v| << q « On peut supposer, sans perte de généralité, que uy =2pi o Par la

sous-multiplicativité de la hauteur, on trouve

a(i) ¥/q P
H ( ) ( r+1) Hy eee H}
Posons ( HK(Q( )) comme il se doit. On trouve
ul*) _ 1
i < U 44 + I‘Ur .

Cn substitue l'expression linéaire pour u dans 1'inégalité fondamentale du

+i
lemme principale On trouve alors

*eee v B U —-ur+tl =:[e§1) Uy + oee + B£1) u, = quy
(v)

ou les N
BJ

-T(Bsu) ,

[B“ u < Gy

1

sont de nouveaux coefficients, satisfaisant
Hauteur des B§1) < (") ot Y - BC, UP .

La constante C, ne dépend que de M, etde r.

, 1
Cette nouvelle combinaison linéaire ol u est remplacé par u£+2 a peur effet

¥
de remplacer B par B(1) (le début d'une progression géemétrique ), mais de faire
décroitre U a U(17 .
o+ o+

Sous l'hypothése
B»C, ¥ et U 24U,
on a
1 4
T(B( ) ’ u( )) < (B y u) o

et par caznséquent

legi) u1 + ces + BI(‘
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La dimonstration est immédiates Ceci implique que nous pouvens procéder a une ré-—
currence s {eis, avec s < 2 leog Ur+t s pour ebtenir une inégalité

()~ 6(2) (o)) ¢ o)

T

le(s)

u+..+3

(s)

avec des ccefficients Bj

(s) _ g(s)

tels que Hauteur Sj « On peut continuer la

récurrence jusqu'a ce que

0(51) < 4tU_

ce qui raméne le thioréme de Baker-Tijdeman au théoréme 4@ Baker-Fel'dman, comme cn

se 1'¢tait proposé.

Quant au lemme principal, il se démentre de la fagen habituelle, encore qu'un peu
plus compliqeée, avec des fonctions entiéres auxiliaires et le procédé¢ d'extrapola-
tion qui leur donne beaucoup de zérose Nous n'emtrcns pas dans cet aspect de la

démonstration icie
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