PETER DRAXL

Corps gauches dont le groupe des commutateurs n’est pas
égal au noyau de la norme réduite

Séminaire Delange-Pisot-Poitou. Théorie des nombres, tome

exp. n°26, p. 1-5
<http://www.numdam.org/item?id=SDPP_1975-1976__17_2_A2_0>

© Séminaire Delange-Pisot-Poitou. Théorie des nombres
(Secrétariat mathématique, Paris), 1975-1976, tous droits réservés.

L’accés aux archives de la collection « Séminaire Delange-Pisot-Poitou. Théo-
rie des nombres » implique l’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression sys-
tématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de
ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/

17, n°2 (1975-1976),


http://www.numdam.org/item?id=SDPP_1975-1976__17_2_A2_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Séminaire DELANGE-PI-CT-POITOU 26-01
(Théoite des nombres) .
17e année, 1975/76, n°® 261 S pe 10 mai 1976

CCRPS GAUCHES DOMT LE GROUPE DES COhiUT.-TEURS
1'EST PAS EGIL ~U NOYAU DE Li NORWVE ..5DUITE

par Peter DRAXL
Introduction

Soit & un corps comautatif, et :. une algébre simple centrale sur
Dtaprés le theormne de Wedderburn,

Jv e

« s'écrit sous la forme & == MrCJ) avec un

corps gauche J de centre .. ; le nombre i(ZL.) :=,J1u : x' est appelé l'indice
. 1
de « ( )o

Notons maintenant Nrd la norme réduite de % (voir [1], chap. VIII, § 12),

alors Nrd : * -3 ;% est un homomorphisme des groupes multiplicatifs ; par

conséquent, on peut étudier le sous—groupe
SK, (w) s= Ker Nrd/lwx , 3]

du groupe £* rendu abélien. A ce propos, on montre facilement (en utilisant les
déterminants, au sens de DIEUDONNE ; voir 9], I)

ki

SK, (%) = SKT(*@) (g = MI(@)) .

Donc, pour ¢tudier le groupe SK1(ﬂ) , on peut se restreindre au cas particulier
i
d'un corps geuche de dimension finie sur son centre &

oy o

1. Le Qrobléme d'Artin et Tannaka
En 1942/43, E. ARTIN et T. TANNAKA ont conjecturé :
(1) SK1ﬂﬁ) =1,

En réo.lité, la conjecture (1) est complétement fzusse (c'est V. P. PLATONOV qui

a observé cela pour }a premiére fois ; voir [5], [7] et la bibliographie) ; en

effet, je vais démontrer le théoréme suivent (PLATONOV a énoncé le méme résultat

dens quelques lettres ;3 dans [7], on trouve quelques résultats particuliers)

’ \
THECREME A. - Soit A un groupe abZlien fini donné, alors il existe un corps
gauche © tel que 1l'on ait

SK, (9) =A .

De plus on szit (voir {8]) le résultat suivant :

 THEOREME Be — Scit m > 1 un entier donné, alors il existe un corps gauche D
tel que 1'on ait

(1) La notation : = wutilisée ici signifie "égazle par définition".
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2
#SK(U) == et i(D) =m .

Le théoréme B ne sera pas démontré dans ie cadre de cette conférence.

2, Réduction du probléme

Pour la dimonstration du théoréme A, je vais utiliser un résultat qui est un

cas particulier du “Hauptsatz" de [5], & savoir :

Soit K un corps com:utatif, et soit & := (K((X)))((Y)) 1le corps des séries
formelles a coefficients dans le corps des séries formelles a coefficients dans
K . De plus, soient Li/K (i =1, 2) deux extensions &ycliques avec groupes de
Galois engendrés par o5 alors les extensions gy = (Li((X)))((Y)) sont du
méme type. Désignons par L := L1 L, le composé de L, et L2 s et par T le
groupe dd Galois de 1'extension L/K , 2lors cn sait (dans le cas r = 1 voir
[7], théoréme 4.11 avec notation différente) :

Soit @ 1l'algébre définie par

L= (X, (3/9) s o) ® (Y, (8,/2) 4 0,) %
alors on a

¢
<

=

x

ArCJ) avec T = ILT nLy ot K|
(2) et

SK, (&) == SK, () == Q,‘*(r , L¥) (3) .

En vertu de (2), pour démoptrer le théoréme A, il suffit de démontrer le théoré-
me suivant :

THEOREME A bis, - Soit A wun groupe abélien fini donné, et soit K wun _corps

de nombres, abrs 1l existe deux extensions cycliques Li/K telles que l'on ait

FNr, ) =8 (Li=L L, I =6LL/K) «

3. La démonstration du théoréme A bis

On pose a := cxp(A) (= exposant de A ) , c'est a dire que A s'écrit sous
la forme

A:_‘Zj/a1 gx...xg/agg avec a

....!azlau =a e-

Supposons d'sbord une telle extension acélienne L/K donnce. A partir de le
suite exacte

A
g -3 1

-

%
1

7

@ e
|
N

classes d'ide¢les de L))

t=

(2) Les facteurs dens le g;roduit tersoriel sont des algeébres rycligues dans laz
notation de [4], V, § 5.

(3) Hq(.,.) (¢, = Z) sont des groupes de cohomologie mcdifies zu sens de TAIE.

~
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on obtient une suite exacte cohomologique (voir [2], chape VII, 11.4)

(3) e Y, ) @ BT, 2) S HTHE, 2) -5
- ¥ ~ ~

t

2 xx. -» 2 cores(x_ ) ,
Pow ¥ P

ou p parcourt }'ensemble de toutes les places (archimédiennes et ultramétriques),

de K, Fp €tant le goupe de décomposition par rapport 3 la place p . Donc, si

(4) I’ =T pour au moins une place p
Po 0

la suite (3) devient une suite exacte courte scindée. Puisque ﬁ-s(r y 2) =1

de K,

dans le cas dtun groupe de décomposition cyclique, on obtient le résultat sui-

vant

L'hypothese (4) impligque

(5) i, ) =yt H-G(Fp-'- Z) , avec ; ramifice.

A

D'sutre part, en général, si G est un groupe fini, le groupe H—S(G ,’%)

stidentifie au multiplicateur de Schur, et on sait (voir [10]) s

(6) ﬁ'a(G x H, Z) = }3;"3(6 y 2) ® E"G(H y 2) @ (G"“]O 2y Hab)

~

Maintenant on procéde comme indi-ué ci-dessous :

. T . .
12 On se restreint au cas a = p ( p = nombre premier) en utilisant convena-

blement le résultat (6) et la théorie des groupes de Sylow.

i

2° On prend un ensenble TO de g + 1 places Po o Vg 0 vee pg qui ne

divisent pas 2a= , tel que K.p contienne les racines a-iemes de ltunité,

3° On pose q t=p° et K! 3= K(gq) ( Gy = racine primitive ¢-iéme de 1l'unité)
avec s >r (voir 1°) tel que K ne contienne pas les racines (qg/p)-iémes de

l'unité 5 donc alq et K! # Ko

4° On constuit (en @tilisant le thdoréme de Grunwald et Wang, voir [6], (6.9))

une extension L1/K cyclique d'ordr+ a , telle gque 1l'on ait L1‘n Kt = K

(voir 3°), et telle que les extensions locales LTl/K soient totalement rami-
fides d'ordre a, avec ay :=a, = a (i=0,1, ..+, g) (voir 2°).

5° On pose

T 3= TO u {places p ¢ TO , ramifiées dans L1/K } u {places  , divisant 2ax }

et

S := Ty {places » ¢ T , complétesient d-composées dans K'L,/K } 3

dont T est une partie finie de L-ensemble infini S .

)4 . . . - : ~3 o
6° Finalement on construit une extension L_/K cycligue d'ordre q (voir 3°)

telle que
lt‘li/K . sz o2 ' (2 =0 1 ) )
L2 . soient non ramifiées d'ordre gq (i = ’ sy eee 3G
i
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LE:Kp (b, e T\ T) , et

Lg/Kp soit non remifide, si , &S .

A Eriori, 1'existence d'une extension LQ/K suivant 6° n'est pas assurée ; en
feit, on va discuter ce vrobléme plus tard. Supposons donc l'existence d'une telle

extension, alors on pose 3= L1 L, , et on obtient immédiatement :
N = K
L1 I..2 K,
I := Gal(L/K) = (Z/aZ)x(Z/qZ) ,

Fpi := Gal(L%i/KFi) s (er/a:.L E) x (E/qz) (i=0,1, o0 5, g) , et
F? 1= Gal(LU/K?) cyclique , si p ¢ Ty »

Compte tenulde ailq , on trouve donc (voir (5) et (&)) :

ﬁ-s

“__1 ) - .
B, o) =ad, By 2) x (Z/dE) » 2) =, (Za; 2) =4

Il reste & démontrer la possibilité de la construction indiquée dens 6° : d'apres

le Satz (8.5) dans {6], une condition suffisante, pour que 6° soit possible, est
(7) K=K,

K"/K' étant "l'extension d'obstruction attachée &3 (g , T , S) " (voir 5°) au
sens de NEUKIRCH.

Quelle est cette extension d'obstruction ? Sugposons, pour simplifier, que

(8) Kn Q(gq) soit un corps complexe duns le "ces exceptionnel" si 4 divise g ,
alors on szit (voir [ 6], Satz (7.3)) que :

K"/K' est l'extension abélienne maximale d'expos:znt divisant q , telle que

(i) K"/K' soit galoisienne,

(ii) K"/K' soit non ramifiée hors de S! (4),

.. . , , . 4
(iii) »* scit complétement décomposée dens K"/K' , si ' € S' \ T' (7)), et

:= groupe

(iv) HomGal(K,/K)(Gal(K“/K') , pq) = Hom(Gal(K"/K') , v ) avec

q q

des racines g—iémes de 1l'unité .

On note que Gal(K'/K) opére sur Gal(K"/K') par des automotphismes intérieurs.
Puiscque, d'aprés 5°, on a

{placecs de K , complétement décompos<es dens K'L1/K} =S\T

i
(sacf pour un nombre fini de places), et puiscue, d'eprés (iii),

S\ TE¢< {places , de K , complétement décompostes gans K"/K'} .

(4) Soit S' 1'ensemble des prolongements sur K' des places d:ns S ; et soit

T* 1l'ensemble analogue par rapport a T .
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le théoreme de Bauer (voir [3]) montre K" < K'L, , donc méme K"/K' est une

1

extension abéliennee.

Par conséquent, Gal(K'/K) opére sur Gal(K"/K') trivizlement, donc, d'apres

(iv) =
In 3 < by mK pour tout & € Hom(Gal(K"/K!') , “q) .

Comme l'exposant de Gal(K"/K') divise ¢ , on obtient (7) d'aprés 3°, ce qu'il
fallait démontrer.

Je remercie trés vivement J. NEUKIRCH {Université de Ratisbonne (Allemagne

federale)] qui a discuté avec moi quelques points dif.iciles de son mimoire [6].
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