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Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU G20-01
(Groupe d'étude de Théorie des nombres) .
{7e année, 1975/76, ne G20, 10 p. 24 mai 1976

DISTRIBUTIONS DE FROBéNIUS

par Marc YOR

(d'aprés S. LANG et H. TROTTER [1])

On expose ci-dessous la méthode utilisce par LANG et TROTTER dans leur livre
Frobenius distributions in ng—extensions [1] pour poser la premiére des deux

conjectures qui font l'objet de ce livre. La méthode est "probabiliste"

s elle

comme. une famille de variables
aléatoires, indexées par l'ensemble des nombres premiers, a valeurs dans Z , et

consiste 3 considérer les traces de Frobénius t

indépendantes pour une certaine probabilité compatible avec les distributions de

TCHEBOTAREV [éEBOTAREV], SATO-TATE et HECKE ; une version de la loi forte des

grands nombres permet ensuite de poser la conjecture,

O. RaEpel sur les courbes elligtiques sur Q-.

Si A est une courbe elliptique sur Q, donnée par exemple par l'équation
homogéne Y?Z = 4X§ - g2XZ2 - 9323

de goupe, admettant ©=0 , 1, O)

y €lle est munie naturellement d'une structure

pour élément neutre.

Si n € N, l'ensemble An ={xe€eA; nx=0} estun Z/nZ- module libre de
rang 2 , et on a

Aut(An) =~ GLZQ%/@%) .

Si 4 est un nombre premier (£ € P) , on note Azw ='Un§§ Ain y €t on a

Aut(h, ) >~ GL(Z)) .

Soit A_ = UneN A~ le sous-groupe de torsion de A . C'est un Z~-module de

torsion, dont la décomposition en ses composantes primaires s'écrit
A = ,_'_ A D o
o~ NgepP T
On a dbnc o

Aut(A) =T, o Aut(Azm) =T ep GL,(Z,) «

Enfin, si K =Q(A ) , et G = Gal(K/Q) , il existe un homomorphisme naturel :

p: G—= Aut(Am) ==H£Ep GLzﬁéz) .

1. Cadre axiomatique.

Aprés ce rappels il est naturel de ser placer d'emblée dans la situation suivante :
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soit K extension galoisienne de degre infini de Q , et G = Gal(K[g) « On suppo-
se fixée p : G -aszep GL2(E£) , Teprésentation c?ntinue,' G étant muni de la
topologie de Krull, et !TzeP GL2QE£) de la topologie produit (naturelle).

On considére le schéma suivant (M appartient & 'N) @

P
——Pn

i) N il
G 3Tl p aly(z) = T,y S (Z) — Gy (Ze)

ou Py est la projection canonique, et Ty la réduction modulo M .

Les images respectives de G par les différentes applications sont :
G -» p(G). -G, —>G(M) .

On a évidemment Gy = G/Ker Ay et G(M) = G/Ker P(m) + P étant continue,
Ker py et Ker P (M) sont fermés dans G , et donc si Ky (respe ¢ K(M)) est
le corps des invariarts de Ker P (respe ¢ Ker p(M)) » Ce corps est galoisien
sur EZ s et on a :

Gy, =~ Gal(K,/Q) , resp. G(M) = Gal(K(M)/Q) .

On introduit maintenant les définitions suivantes, qui seront particuliérement lm—

portantes 3
Définition 1e - Soit M € N o On dit que :

M décompose p si p(G) a‘r&IM G;ZQQE) x Gy »
M stabilise p si G, = r&1(G(M)) .

D'aprés SERRE [5], si A est une courbe elliptique sur Q sans multiplication

complexe, alors il existe un entier M e N qui décompose et stabilise la repré-

Y

sentation p (définie dans le § O .

Ltexistence d'un tel entier M permet d'étudier p(G) , ce qui fait son impor-

tance dans 1l'étude des conjectures de LANG et TROTTER.

Toutes les hypothéses que l'on fait dorénavant seront vérifiées pour les courbes

elliptiques sur Q , sans multiplication complexee
On suppose toujours par la suite que g est elliptigue, c'est-a-dire

1° I1 existe un entier positif A tel que, si p est premier, et p I’AE ’
p ne se ramifie pa% dans K, (remarquons que, pour de tels p , la classe de

Frobénius cp est bien définie (3 une conjugzispn prés) dans 92 e
2° Pour de tels p , pz(cp) a pour polyndme caractéristique
¢ (X) =X -t X+
p(,) X+ P
(on appelle tp la trace de Frobénius).

3¢ tp est un entier indépendant de & , et les racines de ép sont conjuguées
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1'une de l'autre.

(0n note li, une de ces raciness)

2. Enoncé des conjectures.

On les nofe C1 et C2. Bien que 1'étude qui méne a G2 soit beaucoup plus compli-
quée que celle qui méne & C1, 1l'idée de bhase est la méme (cf. l'introduction et la

partie 3), et on ne s'intéressera par la suite qu'a ci.

Eﬁ.‘ Soit to € Z . On note

= # H < = .
Nto,p(x) #{peP; psx, tp to]

On conjecture qu'il existe une constante C(tO s P), OZ CQto s p) <=, telle
que ¢

Nto’p(x)'v C(t0 » P) J/X/log x

(si C(tO y p) =0 , ceci signifie que N, p(x) est borné uniformément en x ).

O!
Rappelons que si 1l'on note

My/p(%) = Zoep pex VAP s
on a

H.l/2(x) ~ J%/1log x

On peut done poser la conjecture sous la forme 3

NtO’p(x) ~ Clty s p) Ty p(x)

forme qui se présente plus naturellement dans les calculs théoriques (voir la
suite) ou numériques.

C2 : Soit k wun corps imaginaire quadretiquee On note

Ny o) =#{peP; p<x; Q) =k}.
On conjecture qu'il existe une constante C(k , p) , O<C(k , p) <=
Nk,p(X) ~ C(k 4 p) W/¥/log x ~ C(k 4 p) Iy /5(x). «

Tout en posant ces conjectures, les auteurs obtiennent des expressions explicites
des constantes C(tO s, p) et C(k, p) e

telle que

Remargges.

1° I1 existe d'autres résultats ou conjectures sur les courbes ou fonctions ellip—
tiques (voir les réferences en [1]) dont la formulation est voisine de C1 ou 2.

En particulier, dans le cas ou A admet des multiplications complexes, une con-
jecture de HARDY-LITTLEWOUD supuose que

N1’p(x) ~ C . /x/log x
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(mais, la situation n'est pas du tout comparable).

2° Les entiers p tels que t =0 ( p est dit supersingulier), ou t_=1
( p est dit anormal) jouent un rdle important dans i'arithmétique des curbes
elliptiques (cf. [3], propositions 8.5 et 8.14).

3° On connait, independamment du travail de LANG et TROTTER des formules théori-
ques explicites pour les traces de Frobénius t  des courbes elliptiques sans
multiplication complexe. Ces formules sont précgeuses pour calculer effectivement
les traces de Frobénius tp s, pOUr p "petit" nombre premier, ce qui permet sou-

vent de deéterminer un entier M qui décompose et stabilise p

Signaloms en particulier la formule tp =1+p-N_, ou N est le nombre de
points rationnels de la courbe sur Ep « De cette formule, on deduit (pour 9, et
% entiers) 3 .
t=-f: (41-921—93)

p i=1 p ’

ou (%) est le symbole de Legendre.

D'autre part, en [2], LIGOZAT a explicité, pour une courbe modulaire elliptique,
la fonction L associée : tp est alors le coefficient de qp dans le develop-

pement en série de L

3. Modéle probabiliste et résultats Erincigaux.

3.1 ¢ Le résultat de calcul des probakilit<s qui sera utile par la suite est une
version améliorée de la loi forte des grands nombres, version due a KOL#OGOROV.
LANG et TROTTER en donnent une démonstration dens leur livre. On trouvera par ail-

leurs ce résultat et de nombreuses conséaguences en (4] (IV, 6 et IV, 7).

THEORENE 1. - Soit (0 , %, P) espace de probabilité, et Y : (o ,%) - R

une suite de variables zléatoires P-indépendances, centrées. Alors, si (u_)
— n

est une suite de nombres positifs croissant vers + = , la convergence de la seérie

zn21.l§ ELYi] entraine

u
n

. I n .
im ™ m=1 Ym =0 P presque slrement (pe se) o

On prend meintenant pour espace de probabilité un produit infini de tels espaces

nhgg(ﬁn , Sn R un) « On note w = (“h y n €N) 1'élément géndrique de G = nn Qo
et p.=%‘|pno

COROLLAIRE 1. = Soient Sn € Sn tels que pn(Sn) 0 ;::j>z e Alers ,

s 1 4 P
dp.kw) Pe Se o Z;=1 1:S~(‘wm) '(—r-;—:;—;'}.& .
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Démonstration. — On applique le théoréeme 1 a

YﬁQw) = 1Sm(qm) - pm(Sm) et u =m

puis on utilise la lemma de Césaro.

- . 1
COROLLAIRE 2, - Soient S €5, tels que 2 —5pu (S ) < e . Alors,

u
n

dp(w) pe se # {n <N ; w, € Sn} = §:=m “n(sn) + o(uN) .

Démonstration. - Prendre !n(w)

1‘S ((Dn) - Hn(sn) .
n

COROLLAIRE 3. - Soit p_ le n-ieme nombre premier. On suppose qu'il existe

1
C>0, tel que p (S )~C - . Alors
s LE1 que p'n n) 4“% P AL ]
3 1
du(w) pe se t{nsN,q eS}~C nN 2, /by
1
Démonstrations - Appliquer le corollaire 2 avec u_ = 2

T
m<n <2 k"'pn

3.2. Modéle probabilistes - On se place sur l'espace Q = Zp , muni de sa tribu<
produit (naturelle) # ; si p € P, on note Yp(w) =

= o(p) + On va munir l'espace
mesurable (Q , «) de probabilités QEM , Me E) telles que certains résultats

ou conjectures déja obtenus (ou faits) sur les traces de Frobénius t_  d'une

courbe elliptique sans multiplication complexe soient vérifiés EM(dwg Pe Se
pour la suite (Mb , PEP) .

Enongons donc les propriétés en question :

(a) Scit M e N ; on note, pour teZ,

S, = fueZiu=1t (mod M)} et G(M)t ={o eGM);tro eSt} .
Alors, d'aprés la condition 1° de la définition :
reme de TchCbotarev ([6] , I-8) , on a :
la(m) |
(1)

d{p € P ;tp € St} = Tgrﬁyﬁ- '

désigne la densité naturelle de A si elle existe, et, par

p estelliptique, et le théo—-

ou, si AP, d(a)
ailleurs |F| = # (F) »

(b) Si A est une courbe elliptique sans multiplication complexe, une conjec-
ture de Sato-Tate consiste en 1'égalité suivante 8

t '
(2) d{pepaggem.g@hj; a(5) ¢,
‘ 1

6 fg g1, 1), et glg) =2 V1€ .

Dans la situation axiomatique ou l'on se trouve, on supposera que l'egalité (2)

est vérifiée avec une fonction g : R -3 R , continue, nulle hors de (-1, + 1) .
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Ces deux propriétéj ?noncées, on fixe MeN ,
G(M) ~

1
Tem] et remarquons que E% nod M M FM(t) =1,

On définit la probabilité Py sur (Q , §) par By = Boep Mp,M

= t . . . .
ou pp’M{t} = cp,M ngyg) FM(t) (cp,M est une constante de normalisation qui fait
de u, ) une probabilité sur Z)

Py ~

Posons FM(t) =M

PROPUSITION 1. - Les propriétés (1) et (2) sont vraies gM(dm). pPe S: lorsque
1ton remplace (tp) par la suite (Yp(w) sy PEP).

1
De plus, lorsgue - ona ¢ ~ =
plus, P @ 242 pM ™~ 2/p *

Indiquons trés succintement le déroulement de la démonstration 3

: ltapproximation
de l'intégrale Jtl g(€)dg = 1 par les esommes de Riemann

=5 o 3)
2/p =2/p<t/p T2/p
sos 1 -
conduit a oM~ T (lorsque p —» =) et d'autre part, si %y €Z s 3

1

On déduit alors du 2orollaire 1 :

_ = J
d{p € P;Yp(w) =t (mod M)} = ¢ FM(tO) BM(dw) Pe 8¢ o
On démontre la propriété (2) avec un raisonnement trés analogues

Soulignons encore que, pour M elﬂ , et to e‘% s on a

t
(3) PALY = t5) = oy o) Bylty) (T 575 9(0) Fyylto) «

On veut définir une probabilite P sur

(Q y w) qui soit la limite (en un cer-
tain sens) des probabilités .EM lorsque M —=,, Pour ce}a, il faut, d'apres la

formule (3), étudier la variation de FMQt) en M.

3.3. - Comportement de FM(t) lorsque M =>» . Contrazirement au reste de 1l'étude,

les résultats suivants, résumés dans le théoréme 2, ne sont pas "conjecturels".

’, N
THEORELE 2. - Soit M entier qui décompose et stabilise p « Alors, pour tout

t e‘% s la suite PN(t) converge, lorsque. N croit vers + « , pour l'ordre

partiel de la divisikilité (on note : N Td ®) , vers le produit infini

= i : hod {

P
De plus, pour £ € P, % [M¥ , on a, en posant r = /i 3

‘ ] 5 si t=0 (mod %)
F(t)=~1-r
2« g r3 4
L (1= ———-———-—75) " sinon .
1 - -1
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Nous donnons encore une idée succinte de la démonstration. Elie découle princi-
palement des trods propriétés suivantes :

(p 1) ¢ Si M1.' M, e N sont tels que

(M, , M) =1 et G(M1 Mz) = G(M1) x G(Mz) .
alors FM1M2(t) = FM1(t) FMQ(t) .

(B2) Si M stabilise p , et si M' est un multiple de M , admettant les

mémes divigeurs premiers, alors FM‘(t) = E'(t) .
(p3) : Sipour u entier (mod M) , ul € G(M) , alors F,(ut) = FM(t) .
De (p 3)y on dlduit focilement 1o feorme explicite Be /F (t) pour [ @P 4 L /Mo

B.
D'autre part, si N = M?! FE=1 Lil s avec zi epP, zi I'n » et M!' multiple de
M, admettant les mémes diviseurs premicrs gue M 4 nn a, d'aprés (p 1)

h'(t) rt =1 B ()

l

PN(t)

et d'aprés (p 2)3

9

Fy(t) = Fy(e) TE_, F, (0
Du calcul explicite de Fz(t), découle en particulier la convergence du produit
« ps s t £ ‘s
infini rhep,zxm Fz(t) d'ou finalement le théoréme.

3.4. - Conséquence @

la conjecture C 1. ~ Soit N e N, “p N étant une probabi-
NI ~o ’
1ité {sur Zt)’ on a 3

. '-L' F (t) =1
"ol Saypeoyp S (Y = 1
On vient d'établir la convergence de FN(t) vers F(t)

lorsque N 1; « , et donc
d'aprés 1'égalité précédente, cp N converge (vers cp ) lorsque N 1; o o Ceci
?

entrefne lL'existence d'une probabilité P sur (Q, &) telle que

BN(A), ﬁ-f-(;—;;' E(A),. pour tout pavé A = %61) Ap cy
(Ap = Z sauf pour un nombre fini de p).

Pour P , les varizbles (Y

» p € P) sont indépendantes et si to €eZ 40n a2

V. N
(4) ,B[Yp ol °y g(Zﬁ) E(ty) «
La question est maintenant de savoir si, comme pour la suite (c.p N? P e‘ﬂl
9
lorsque N est fixé, on & 1l'équivalence :
1.
5 c ~ == lorsque —_> o
() p~ 35 lorswe p

Dtaprés S. LANG (cormuriicetion personnelle), la démonstration de ce résultat est
suffisamment longue et compliquée pour aveoir eite¢ mmise dans la rédaction de [1]
ot (5) est en fait jugée "raisonnzble" et admises.

De (4) et(5), on déduit
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1.
r - e
.ELYp = t5] N g(0) F(to7 ’

(p = =)
et, d'aprés le corollaire 3,

’g(dw) Pe Se # {p < x ;!b(w) = to] = g(0) E(to) H1J2(X) .

On est donc parvenu a la conjecture EN', et on a méme obtenu pour C(t_ ., p)
l'expression

C(to 9 p) = g(O) F(to) b

Signalons en particulier, a cause de son importance, que si t

o= 0 , on deduit
de cette formule et de Fz(o) =

si L eP, 4 In (voir le théoréme

2
2), la formule suivante : V-1
2
. 1
C(0 4 #) = 9(0) = Fy(0) T, nilt = =) -
~ 2

Remarque : On a montre¢ précédemment que pour tout pavé A € u , Eh&A) —9’£(A)
lorsque N‘Té o o Ceci ntentraine éwidemment pas que cette convergence ait lieu
pour tout A € 4 , comme le montre le contre—exemple suivant.

On a obtenu (essentiellement comme conséquence du corollaire 3),

Eﬂdw) Pe Se # {p €x ;Yp(w) to} = g(0). F(to) H1/2(X) .

La méme démonstration donne, pour N € N ,

DPylde) pese #{p<x 5Y’p(w) to} = 9(0) Fylty) Iy /p(%) o

et donc si FN(,tO) AF(ty) , ona P(A)) =0C, ol

Ag = {ws# {p < x5 Y () = t5) = g(0) Flty) 1y ,5(x)}

est un ensemble % -mesurable qui porte la probabilité ,B .

4, Exemgles.

Ils portent sur des courbes elliptiques particuliéres. D'aprés ce qui précede,
il s'agit , pour chaque exemple, de déterminer un entier M € N qui décompose et
stabilise p , et demlculer explicitement F“(t) .

i

~

4.1. Les courbes de Serre. — On a besoin des notations suivantes 3

Si qeP ( q impeir) , GLZQEq) a un unique sous-groupe d'indice 2 , noté
Eq , omnstitué des matrices ¢ € GL2(ZCR telles que dét g soit un carré mod gq .

Si g =2, on comsidére la restriction modulo 2

Bt GL(E) S 6L,(H2) =S,

c —n

et on définit E, ={o € GL2(§Q); o est une permutation paire} .
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Si qeP, Oq est le complémentaire de E_ dans Gngéq) , €t on note, pour

qeP (q # 2) ’.

Spq = By xEQ U0y x0)
sous—groupe de GL2Q52) X GL2QEq) .

Définition 2. - On dit que A

est une courbe de Serre pour M =2q si

17 M = 2q décompose et stabilise
o] -
2° G(M) = qu(SQq) .

Si A

p 4 avec GM < qu

est une courbe de Serre pour M = 2q , on peut donner une formule explicite
pour F2q(t) (voir (1], page 43).

Précisons seulement
24|6(2q) |

2
3a(q - 1) (g~ 1)
formule qui.découle de la propriété t G(2q) =:S2q@2q) ‘est dvimdice 2 dang.
L, 2/22) % G, 3/

P2q(t) =

, - 2
Par exemple, la courbe d'equation vy

= X + 6x -2 est une courbe de Serre pour
M=2x3 .,

4.2, La_courbe de Shimura. — G'est une des douze courbes elliptiques modulaires
¢tudiées par LIGOZAT [2]. Elle a pour équation y2 +y = £3 - x2 - 10x = 20 .

Ce n'est pas une courbe de Serre, et la détermination d'un entier M qui décom-

pose et stabilise p est plus compliquée que pour ces courbes.

Les résultats essentiels sont les suivants

(a) tp est le coefficient de qp dans le développement en série de

ATl (1= a7 (1 = )

(b) M =2 x 11 x 25 décompose et stabilise ¢ «

(c) 5 est stable ; d'aprés (p 2), on a donc F_.(t) = F_(t) ; de plus,
A~ 25 5

(10 ]
G(3) o ul €fs)-
donmt on déduit facilement :

< .
L ) si t

(d). p2x11(G) =S54 v et F2x11(t) est donné per la formule générale valable
pour une courbe de Serre pour q = 11 ,

= = . iculi i t=1 (c
(e) Fﬁ(t) F2x11(t) F25(t) F2x11(t) F5(t) En particulier, si t (mod
5) , cette courbe fournit donc un exemple pour lequel C(t , g) =0 .
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