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SUR LE THEOREME DE THUE-SIEGEL-GEL'FO:DD-DYSON

par Maurice MIGNOTTE

RESUME. — On cherche & déterminer pour tout entier d un nombre Po = po(d) s auS—
si petit que possible, tel que, pour tout « alg¢brique de degré d , on puisse
calculer toutes les solutions de 1'inégalité ia —-(p/q)| < q-p sauf peut-8tre l'une

d'entre elles lorsque p virifie p > po(d) « Les valeurs de po(d) ebtenues amé-
liorent celles de DAVENPORT et de SCHINZEL.

1« Introductien

1° Soit @ wun nombre algébrique de degré d > 3 o LIOUVILLE a démontré qu'il exis-—
te une constante calculable C = C(a) telle que l'en ait |o - (p/q)] > Cq'd pour
tout rationnel p/q (q>C) «

Considirens 1! inéquatiomn:
() lo - p/al < g7,
cu p et g sont des entiers premiers entre eux (g > O) « Aprés les résultats de
THUE, SIEGEL, BYSON, GEL'FOND, en %1955 ROTH réussit a d{montrer -ue, pour ¢ > 2
fixé, l'inc¢quation (¥) n'a qu'un nombre fini de solutionse. La mthode utilis¢e dans
ces différents travaux ne conduit pas a des risultats effectifs mais permet de borner

le nombre de sclutions de (%) pour certaines valeurs de p < d « Nous allens ¢tudier

le probléme suivant 1t

d <tant denné supirieur a deux, d¢terminer Po = po(d) < d tel que, pour tout «@
elgébrique, de degré d 4 en saehe calculer toutes les solutions de (1) sauf peut-Rtre

1'une d'entre elles lersque p vérifie p > pa(d)

L'existence de po(d) a ¢t¢ demontrce par DAVENPCRT [2] et, ind(pendamment, par
SCHINZEL (pocur d > 5)) [8]« Il s'agit bien entendu de diterminer une valeur de pald)

aussi petite que possiblee. Les valeurs ebtenues figurent dans la table ci-desscuse
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d SCHINZEL DAVENPCRT notre méthcde
3 2,732

4 3,828 3,415
5 4,743 4,236 3,646
¢ 5,196 4,832 4,236
7 5,612 5,238 4,622
8 6 5,899 5

9 6,364 64357 5,677
10 6,708 6,916 64154
11 7,305 7,326 6,563
12 7,348 7,928 64929

2° Depuis les travaux de BAKER, on connait des am liorations effecitdves du théore-
me de Liouville. Le meilleur résultat giniral est dli & B/KER [4] et FEL'DMAN [3]
qui ent démontr! l'existence de constantes positives effectives . C, = CT(a) et

e
e = e(a) telles que l'on ait

la = p/ql > C, o e

pour tout rationnel p/q 4, gq> 0.

3° L'¢tude de 1'inéquation (%) est trés lide & la résolution de certaines équations
diophantiennese Scit en effet une dquaticn du type

(2) £(X ,Y) = g(X s Y) o

su f est une forme binaire 3 coefficients entiers, irréductible (sur @ } de degré

d (d33), et g un pdlyndme de degré d' < d . Cn a évidemment la majoration

lg(x » 1 < Sy(Ixl + Iy 4

pour risoudre (2) on est ament 3 chercher une mincration de |f(x , y)l|

lorsque x
et y sont entiers. Scient @y 9 see y @

4 les racines du polynfre f(x , 1) 3 il

est facile de d{terminer une constante pcsitive C3 telle que 1'sn ait

yd . '
‘f(x ' Y)‘ > Cs(|xl + I'Y%) .mn1si$d 1X/Y _ai% .

S'il existe [ < d tel gue, pour tcut nombre clgibrigue a de degré d , 1l'équa-
tion (1) n'a qu'un nembre fini de solutions, slors (2) n'z qu'un nambre fini de sclu-
tions si d' wviérifie d' <d - «
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Du théoréme de Roth résulte donc que, pour d' < d - 3 , 1'équation (2) n'a qu'un

nombre fini de solutions. En fait, SCHINZEL [7] a étendu ce résultat pour d' < d .

Le théoréme de Baker et Fel'dman entraine la résoluticn effective des €quations de
Thue

f(x ] Y) =3

cu a est constante.

4° Supposons qu'il existe p tel que, pour tout « algébrique de degré d , on
sache déterminer Q = Q(a) tel que (1) posséde au plus N solutions irréductibles
virifiant q > Q(a) « Les soluticns du (%) vérifiant xy = O , peuvent &tre détermi-
nées effectivements. Soit donc (x' , y') une solution de (i), avec y' # O + Soit
t 1l'entier défini par la condition x' =ty , y' =ty ot x et y sont premiers
entre eux, Yy ‘positif. Alors t est solution d'un polyndme non nul de defré¢ d , et
prend donc au plus d valeurs. Le nombre N, de solutions de (2) qui vérifient

[x| + |y| > M, est major¢ par d fois le ncmbre de solutions de l'inégalité
]
l£x » )| < Cyllxl + IyDY avee (x,y) =1, Ixl +lyl>m.

Pour une scluticn de cette indgalitl, il existe un indice 1 tel que l'cn ait

d'—d
Ix/y = gl < C,(Ix] + |yl) .
En choisissant M assez grand, on trouve donc
N1 < d2 N .

On peut ainsi démontrer le résultat suivant (voir [5])e
Pour d' < d -2 , on peut déterminer toutes les sclutions de (2) sauf au plus

5

A
27(d + 1) log(d + %)

d'entre elles.

2. Un raffinement du théoréme de Gel'fond

1° En [6], chapitre II, figure le résultat suivant, qui amlliore le théoréme 1,
chapitre I de [47.

/o _

THEOREME i+ = Pour p >,/2\d , A > 1, $i (%) admet une solution irriductible
p1/q‘ y OU gy > Q(a 9 A) (effectif), alors tcute autre solution p2/q2 s avec
G > qy s vérifie

].Cg q2<2d/ —‘t}
leg gy =) 2 _ o4

2° Considirons deux solutions irriductibles p,/q1I et p2/q2 de (1), @ > ay > C .
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et donc 2q, > qfr1 « Poscns g = lng qz/lcg q, « Scit n >0 fixi, d'aprés 1'inéga-
1it{ pricédente et le théoréme 1, on a

o+t -t —o+1
1<4py 4y =yl s gley - % tagle, ”“%‘<q2q:1p+ "o qu* < 2q, q29+

, N2 -1 .
(3) p - t-N<w< 2d(p - ‘)\p - 2d) + T si1 q4 > 05 .

D'oll, en particulier, la proposition suivante

PROPOSITION 1. - Soit o alglbriqgue de degré d , alors pour p > 2,/d » on peut
d{ terminer toutes les solutions itréductibles de l'indquation

la = p/ai < q P

sauf au plus l'une d'entre elles.

(En d'autres termes, con peut choisir po(d) = 2,/d . Grice au théoréme de Gel'fond,
SCHINZEL [8] obtenait ,,=3,/d/2.)

3. La méthode de Thue

1° Nous aurons besoin des deux rusultats ci-dessous, qui sont dimontris en [6]
(chapitre II, §5).

LEMME 1. - Soit « algébrigue de degr¢ d > %

entiers de degr¢ au plus d + g -2 vérifiant

« Les seuls pclyndmes a coefficients

Péi)(a) M apﬁi)(a) =C, i=0,1

ou 2 est un entier > 3, scnt les polyndmes nuls.

LEMiE 2. - Soit h(X) = £(X)/g(X)

une fraction rationnelle sur Z , irréductible,
non nulle, de degré

d (¢gal au maximum des degrés de f et q )¢ Scit a un
nombre rationnel tel que f(a) g(a)

srit non nul, alers il existe demx constantes
positives effectives C6 et C.7 telles gque l'cn ait

cdldl® < IIh(a)) < el

(2u, pour ; x € Q admettant comme ¢{criture irrdductible x = p/q , on _note

|9 = max(ip! 4 {ql) )3

Ce et C.7 ne dépendent gque de d et du maximum des houteurs de f et g .

2° Rappelons que dans la méthode de Thue cn ccnstruit des fencticns pelyndmes auxi-
liaires 3 coefficients entiers,

L(X , Y) = PG(X) + YP1(X) ’
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ou les Pi ont pour degré maximal r , et gui virifient

h
?A(a,a)=0 pcur h=0,1,...’£-“- (A;2).

Ici il nous suffira de considérer un nombre fini de valeurs de j « Il en résulte

que la hauteur de A sera majorée par une constante ne dépendant que de a o Consi-

dérons & nouveau deux solutions irrdductibles p,/q, et p2/q2 de (%) vérifiant
4 > 94 > Cg « Pour aboutir a une contradiction, il nous suffit de démontrer que g
ne peut appartenir 3 l'intervalle (3). Soit j minimal tel que le nombre .

J
o
= —= f(p,/ )
2% P4/qy » P
axd /a4 » P %
soit non nuly alors Jj g ! « Il est facile d'encadrer y ; on a

q:;'I‘i-J q;‘l < ly‘ < e “ﬁl ;b\(z"J) . q;’zI .

Il en résulte que ¢ n'appartient pas 3 1'intervalle

max(q

Iz = (alr y 3) =, B(x+3) + 1),

(r 4 §) = (r =3)/(p =1), B(r , 3) =plea =3) =(r=-13),
dés que q, vérifie qq > exp(CB/n) (ce qu'en supposera)e.

La contradiction cherchie sera obtenue si en trouve une famille de tels intervalles

Iz qui recouvre l'intervalle (3) j; si Py dA¢signe un nombre tel que, pour p > pq ?

cette condition ait lieu, on pourra choisir qb(d) =Py e

3° I1 nous faudra utiliser des informations prccises sur les fonctions auxiliaires
h « Nous ne considérerons que des pclyndmes &
le pe ge ce de de Po et P1
r vérifie r g [de/2] .

de degr. minimal j ce qui impose que

est une puissance du polyndme minimal de « , et que

Notons aussi que.: si A((p2/qt) R (p2/q2)) est nul, et si Q = PO/D y Q= P1/D,
en a
Qo(p“l/qa‘ )/Q1 (p1/q1) == q2/p2 .
On peut borner explicitement les hauteurs de QC et de Q1 « En appliquant le
lemme 2, on obtient 1'implication
(4) (3= 1 et g> Cg) = (r-degD-T<gyg<xr-degD+ n

nous supposerons dé¢sormais g > 09 .

4° Pour simplifier, nous ne considérerans que le cas d =4 ;

s pour d =3 , ncus
renvoyens le lecteur & l'article de DAVENPCRT [2].

Supposons p > (3 +,/53)/2 et q, 8&ssez grand. Pesons

°z=2z/(p-%). Bz=z(c—2)~
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Peur 2 >2 , 0n a

B, =9, .,>0,
»

(o4 -
e 2<P =T By > % e

Considirons particuliérement le cas 2 =6 « On a donc (6 , j) <% < 6 « Mino-

rons B(6 4 j)e Si r est au plus ¢gal & 11 , alors on a B(6 4 j) 280 Sinon, on

peut trouver deux solutions A = PO + YP, , A1 =.P2 + YP; telles que

deg PO = deg P3 =12 et deg P1 < 12 4, deg P2 <2,

Le polyn8me P, Py = P, P, n'est pas nul, on peut donc trouver y

non nul avec
j = 0« Dans les deux casy on a (pour 17 assez petit)

B(6 4 3) >2d(p - 1.’)(':1’Z - 2d)-1‘ + 1
et donc, d'aprés (3),

W<°‘6+T\<6'T\~
Pour 4 =4 , on a

6 < v <8 (la majoration est triviale, la minoration rc¢sulte
du lemme 1), D =1

car T >4 pour g =3 (appliquer a nouveau le lemme 1). La

majoratirn < 6 = 7 Jjointe & (4) montre que j est nuls Donc

u)<a4+'n<5—'no

Pour g =3,ena 5grgé et D=1 (car r3>4 pour 3 =2 ) 3 la relation
(4) moritre encore que j est nul. Donc

w<°13+'ﬂ<4"f1°

Pour 4 =2, o0ona r=4, D=1

et j = O « L'intervalle (3) est recouvert,
ainsi

Py = (3 + vﬁé)/2 o nvients Nous avons donc dimontré la proposition sui-
vantee.

PROPOSITION 24 - Soit « un nombre algibrigue de degré 4 « Alors, pour

p > (3 +,/13/2) ,

on peut déterminer toutes les solutions irrdductibles de 1'indgalitc

la = p/ql < qF

sauf au plus l'une d'entre ellese
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