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1 mars 1976

SUITES D'*ENTIERS DE DENSITéS DONNEES

par Georges GREKOS

1e Les Erincieaux résultats.

Le terme suite désigne une suite strictement croissante d'entiers positifse. En ce
qui concerne la densité d'une telle suite, nous allons, dans un premier temps,
utiliser comme ROHRBACH et VOLK#ANN [1], la notion de densité ci-dessous.

Définition 1. - Soit une fonction f : N¢—=> R* , Etant donnés une suite A , et
deux nombres réels a < b , posons

FA(a y b) = z§<j$b,jeA £(3) .

La densité asymptotigue généralisée inférieure (respe supérieure) de la suite A ,
notée dA (resp. A ) sera la lim inf (resp.
1'infini,de la quantité

lim sup ), lorsque n tend vers

FA‘(\O ; rr\)/FE*(.‘O . D)

Si dA =dA, on dit que A possede une densité asymptotique généralisée

dA=gA=dAo

Notation. — Nous allons écrire F(a , b) pour FN*(a , b) , FA(a), pour PA(O.H),
et F(a) pour FN*(O , ) . ~

~

Exemples. -= Si f(n) =1, n € Ef 5. NOUs avons la densité asymptotique usuelle.

Si f(n) = n-1 y NOus avons la densité logarithmique.

Nous allcons supposer que la fonction f satisfait aux deux conditions suivantes 3

(Ce 1) Z:=1 f(n) = = ,

(Co 2) Lim ___ (B(n)™" (£(n) +Zg:1 l£(5) - €1 +1).]) =0 .

Remarquons que, (C. 1) étant vérifiée, chacune des conditions ci-dessous entratne
(Ce 2) 8

(Ce 2& 1) £ est décroissante,
(Ce 2+ 2) f est croissante et l:.mn___>e=> £(n)/F(n) =0 .

Notetion. — A(i , s) désigne une suite A avec dh =i et dA=s , ab

0g<cigss<s 1.

THéORéHE.1. - Soit une forction f : N¥ —> R+ qui vérifie (C. 1) et (Ce 2).
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Soient i, 5 , i' , s' des nombres réels tels que O<iss< 1, O0sgi'Ss'<s 1,

(a) La_condition
(1) sit < s'i

entraine que, quelle que soit la suite A(i , s) , il existe une suite

B(i' , s') €A

(b) Cette conditon est la meilleure possible au sens que, quels que soient 1 , s

avec 0<€i<s< 1, il existe gne suite A(i , s) telle gque, pour toute sous-
suite B(i' , s') de A, la condition (I) soit valable.

THEOREME 2, - Soit une fonction f : Ef —->'Bf qui vérifie (C. 1) et (Ce 2)e
Soient i, s , i' , s' des nombres réels tels que 0<€£i<s<g<1, 0K P&,

irgi, s'<s.,

(a) La_condition

(11) (1 =i =-s) < (1-1) (1 -5
entraine que, quelle que soit la suite B(i' , s') , il existe tne suite
A(i ’ S), 2B

(b) Cette condition est la meilleure possible au sens que, gquels que soient 1',s’

avec O < i' s s'< 1, il existe upe suite B(i' , s') telle que, pour toute suite
A(i , s) contenant B., la condition (II) soit valable.

2. Résultats auxiliaires et démonstrations.
M\NWWWWNW\M’W

LEMVE 1o - Soit A(i , s) une suite. Alors, guel gque soit 6 € (O, 1) , on peut
trouver une suite B(6i , 6s) contenue dans A .

Démonstration. -~ Si 6 = O , en utilisant le fait que (F(n))-1 f(n) =—> 0, on

construit d'ebord une suite D = {d, <d, < ...} de densité nulle. Soit
B ={b < b, < ees} une s.us-suite de A

telle que, entre L. et bj+1 (3 =142y eea) 5 il y 2it au moins un élément de
D « La propriété (C. 2) entraine qu'une telle suite est de densite nulle.

Si 0<@8 <1, la suite
B={neN; [6.A(n)] = LosA(n - 1)] =1},

ou A(n) =Card {a e A; 1< asgn}, possdde les propriétés voulues. On y arrive
facilement en utilisant le fait que B(n) = [6.A(n)] .

IEME 2, - Soient A(i , s) une suite, et C(i1 ’ 51) une sous—suite de A .
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On peut trouver une suite B(i1 » S) telle que CSBCA.,

Démonstration. ~ Soient des entiers

O=h‘O<N1.<M1<N2<%<... °
La suite

B={Cn (i My_y s MDD} ufan (U, Iy 4 D))
est telle que

(a) CcBcA

(b) i, <dB<1i, s, SdB < s
1_ -—

En choisissant convenablement les {Mj ’ Nj} (plus précisément en prenant chaque

Mj ou Nj suffisamnent grand par rapport aux précédents) on peut starrange:z pour
avoir dB =1, et dB =s .

IEM:E 3. - Soit A(i, s) une suite. Pour chaque n € N* , appelons L le
nombre d'entiers conséécutifs > n + 1 qui £ A ; appelons

y

A= lim Supn___r>m F(._n- + Ln:)-/F(n,) 3 A € :1 g+ co) .
(a) Si A< +w®, alors s>\ j
(b) Si A=+w®, alors i=0,
Démonstration.

(a) Supposons que A > 1 et i>0Q, sinon le lemme est trivialement vrai. Soit

e>0, € <1.1Il existe Ne tel que n > Ne entraine

i-e< (F(n))—1 FA(n) < S 4+E o
Soit une suite {nj} < N avee N €nyp<n, <... ettelle que

Quel que soit j € N*¥ | on a
( i-€ .
FA(nj)/F(nj) <s +¢ et FA‘nj,+ Ln.)/P(nj + zn.) >1i-¢
J J
En éliminant FA(nj) = FA(nj + zn.) , on obtient
J
F(n. + 4£_ )/Eén.) <s +e/ i—-¢,
J nj J

et 3 la limite j —> =, A< s +¢&/i—¢c . Ceci étant vrei pour tout € >0 , on
en déduit que s > Ai .
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& = lim inf A < lin inf —@-‘—7=0.
nN—x P(n-),. n—o F(n_ * i,n; : N—® F(n + )Z',n

LEMVE 4. - Etcnt donnés . i

(b) i = lim inf

s S tels que 0<isg<s< 1, il existe une suite

A(1 , 8) avec s =Ai .

Démonstrations — Nous allons construire la suite A

sous la forme de deux suites

(pas nécessairement croissantes) d'emiiers positifs {p. 5 3=1,2, e} et

[Lj 3 J=1,2, «ee} telles que 1 €A, «.e p, € A, P, + T EAA , eee

P + 21.é Ay pp+iy+1eh, .., Py + 4y + By €A, ceo, etce

Posons Pj =Py Foeee # Pj ’ Lj = 21 + eee + zi « Pour une suite A considérée
sous cette famme, onm: a

Fy(P, + L) _ F,(Po+ L, 1)
dA = lim inf F(P. + L. et @A = lim sup F(P + L _1)
Nous pouvons contruire une suite A telle que
F./P, + L) F,(P. + L. )
-:'——a]_—_-]_.=i+x j:ll, 2 - o060 et A ] 3—1 =S+Y j=1’2,oos
Fip, + L) i’ P F(P, + L, 4) it

i = 1j = > i +L.) =F {P.+L on aura
avec llqum X, lim, Yj 0 , et puisque FA(Pj J) A( 3 j-1) ’

J—m
= Al « La possibilité de choisir chaque fois p, et Lj de maniér: que les rela-
J

tions ci-dessus soient valables, decoule des deux remarques suivantes 3

(a) Supposons construite la partie & n G, k) avec k = Piq* Lj-1 y et appelons
a = FA(k) « On aura a(F(k))-1 =i+ X5_1 <s . Prenons k+1 €A, k+2 €Ay e

et considérons la quantité

oln) = (@ + E(k , a)(E()™,  n=k+1,k+2, e

Il existe un n >k » 1 tel que l'on ait
O0<1t-¢g(n)<se,si s=1, >0

0<gln) -s<g £(n) ¢ (F(n))™"
On prend pj =n -k .

si $<1o

(b) Une remarque analogue permet de choisir Zj .

Démonstration du théoréeme 1.

(a) Appelons
{‘é_
= *
LO, si =0
I1 existe une suite B1(81i ’ 615) < A . Appelens

si 615.)4 C

o P
N @
M
-
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1i ’ 62615) c B.‘1 « Dtaprés le lemme 2, on peut trouver
B(85041 » 615)' telle que B, < B <B
915 =s' ,

I1 existe une suite B2(929

4 € A o Dans tous les cas, on a 6291i =i' et

(b) Si i =0, (I) est valable. Supposons

O0<igs< 1. Dtrapres le lemme 4, il
existe une suite A(i , s) avec s =Ai o

Poue toute sous—suite B(i' , s') de A, si

i* =0, (I) est vraie, et si
i*>0, on a

d'ou on obtient (I)e

Démonstration du théoréme 2.

¥* -
(a) Soit B(i' , s'). une suite. Considérons B =N -B, B(1 =s', 1 -1i') .
Les hypothéses du théoréme 1(a) sont remplies

avec 1 =s' , 1 =1i?' , 1 =5 4, 1 =1
a la place de i, s, it , s!

respectivement. Donc il existe
C(l-s,1-1i) B,
d'ou la suite A =C est telle que 1l'on ait A2 B et A(i, s)

(b) Dans le cas non trivial 0< i'<s'<1,ona 0<l-s*<1 -1t 1, et

avec (1 - i) = A(1 - s'). La suite
B(i' , s') = C posséde la propriété vouluee Car, soit A(i , s) »B ; on a

il existe (lemme 4) C(1 - s' , 1 = it)

A1 -s ,1-1i)ccC

et, dtaprés le théoréme 1(b), on a la condition (II).

3+ Quelques compléments.

COROLLAIRE 1. - Soit une fonction f : N -»R' vérifiant (C. 1) et (C. 2).

Soient i 4 5 , i' , ' des nombres réelstels quu 0L i<s«€ 1, 05 irgs's

9
i'<i, s'<s . Au moins l'une des deux propositions suivantes est vraie 1

(Pe 1) Pour toute A(i , s) , il existe B(i' , s') <A ;

(Pe 2) Pour toute B(i' , s') , il existe A(i , s) ®B .

Démonstrztions — Il s'agit d'une conséquence des th-oremes 1 et 2 et du feit gue .
le relation si' > s'i entralne (II).

Voici une autre notion de densitée.

* ’ -
Définition 2. - Soit une suite M = {my <m, < ...} N o Etsnt donnée une suite

A , les M-densités asvmptotigues, inférieure. et supérieure , de la suite A , dési-

gnées par dy A et dh,1 A , seront les lim inf et lim sup, lorsque j —> = , de la
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quantité M;l A(Mj) [Rappel : A(n) =Card {a €A ; 1< a<n}].

Remarque. — Les lemmes 1, 2, 3, 4 et les théorémes 1, 2 restent valables si on

remplace les densités asymptotiques par les M-densités.
L
Considérons maintenant un type de suites, qui a é & étudié per DEZA et ERDOS (2]
Définition 3. —Soit A = {Aj 3 J=1,2, «ee} une suite de parties finies de
* *
N , avec Aj # Ak lorsque j # k « Pour n € N, désignons par A(n) le ncmbre

~

des Aj S {14 eee 4 n} « Les densités BHA et 8A seront les lim inf et lim SUp,

lorsque n => » , de 2™ A(n) «

Remerque. - Les lemmes 1, 2, 3, 4 et les théorémes 1, 2 restent valables pour le
cas décrit dans la définition 3. En effet, si & chaque partie_finie {a;y o0 ar}
de Ef on fait correspondre le nombre naturel 2 ! + eee +2 T, la suite

/chO:{AcE*; A fini)
correspond a une suite B < N . De plus, si M= { 2f 4} n=0,1,2, ..} 4y 0on

aura 8A = dM B et Eh = E; B « Ainsi on se raméne au cas de la définition 2,

4, Une autre notion de densité.
MWWWV\IWW\IWW

* ’
Définition 4. - Soit une fonction f : N ->‘Ef s, Croissante. Etant donnée une

suite A , la

f-densité asymptotique inféfieure (resp. supérieure) de la suite A,
notée. dg A (respe E; A) , sera la lim inf (resp. lim sup), , lorsque n -=> = , de

la quantité (£(n))”" £(A(n)) .

*
Exemplese = Si f(n) =n, n eN , nous avons la densité asymptotique usuelles
* ~
Si f(n) = log n, neN , nous avons la densité exponentiellee

Nous allons supposer que.la fonction f satisfait aux trois conditions suivintes:

’ ~

(fo 1) £ 2 R1 - RY s dérivable, ou Eﬂ ={xeR; x>1} 3

(fo 2) f strictement croissante de limite o

\ ]
(f. 3) %— décroissante de limite nulle.

Remerque. — Sous les autres conditions imposées sur f , la derniere affirmation

que lim_ (f(x))-1 £'(x) = O équivaut 3 dire que, quel que soit c eR,
-1
lim _(£(x))" f(x +¢c) =1

Notation. — A(i , s) désigne une suite A avec df A=1i et df A=5 e

THEORE#E 3., - Lec lemnes 1, 2, 3, 4 et le théoreme 1 restent vslables, si on rem—

place les densités asymptotiques génsralisées par les f—densit:ss,.

Démonstration. — Indigucns seulement les chengements essentiels qu'il faut appore
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ter sux démonstrations correspondantes.

[Lemme 1, cas ou 0 <& < 1]« Appelons Ny le plus petit nombre naturel tel que
e.f(A(nO - 1)) 3 £(1) « la suite qu'on cherche est

B={m2my4 (£ (0o £(A(m))] = (£ (0 oF(Aln — 1)))] = 1} «

Il faut vérifier que la différence prend les valaurs O
suffit de montrer que

ou 1 ; pour cela, il

0 £ (6 f(k + 1)) - £ 1 (6.£(k)) €1,

quel que soit k > A(no - 1). La premiére inégclité étent évidente, pour vérifier
la seconde, i} suffit d'avoir

(f-1(90f(x))) €1, pour x 2 ny s

rd

ce qui est une conséquence de la décroissance de f'/f . On en déduit que
B(n) = £ (6.£(A(n))) + O(1) .

En utilisant la remarque ci-dessus (avant le théoréme 3), on arrive a montrer que
B=0i et d.B =60s .
Ei df 0s

P -1
3. = 1i . ) .
[Lemme 3]. On définit A = lim sup_(£(n))” f(n + zn)

[Lemme 4]. Il faut remarquer que, si k €m , la fonction f(k + x)/f(m + x)
croissante, ce qui équivaut 3 la décroissande de f'/f .

est

Par contre, le théoréme 2 n'est pas toujours valable, comme on le montre dans la
situation ci-dessous (qui contient comme cas spécial la densité exponentielle).

THEOREME 4. - Soit une fonction f R1‘->'Ef , vérifiant (f. 1, 2, 3) et telle
que f(x , y) € f(x) + f(y) , quels que soient x , y € Ry « Alors, quels que soient
la suite B(i' , s') et les nombres réels i

il existe une suite A(i , s) contenant B .

, 5 avec s'<ssg1, i'sSiss,

~ -~

Ce théoréme résulte immédiatement du lemme su.ivant.

LEm:E 5 (Hypothéses dughéoréme 4). - Soient B(i , s) une suite et i
i< 11 £ 1. Alors il existe une suite

1 tel que

A(i1 , max (s , i1)) > B,

Démonstration. — Considérons le ces non trivial ou i< i, < 1 . On construit une

"
suite A ® B avec df A = i1 , en ajoutant, d:ns B , chaque fois le plus petit

nombre d'éléments. Plus précisément, on veut avoir (f(n))_1 f(A(n)) 2 i, , pour

*
tout n€N , ma1s si n £ B, on prend n € A seulement si

(£(n) ™" £(A(n - 1)) < i .

Examinons maintenznt E; A . On 2 E; A > max (s , 11); donc il suffit de m=jorer
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A(n) dd fagon que l'on puisse en déduire 1'inégalité dans le sens inverse. Pour
*
neN assez grand, apipelons k = k(n) 1le plus grand nombre naturel < n tel que
keA, k£B.Ona A(n) < A(k) + B(n) . Majorons A(k) « On a
-1 .
(£(k))" £(A(k - 1)) < i, .
Donc

Ak) = Ak = 1) + 1< £ (i; £(k) + 1< £ (1, £n) + 1.

Dtautre part, quel que soit € >0 , on a B(n) £ f_1((s +¢) f(n)) <pour

n>N.
Par conséquent, pour n assez grand, on a

A) < £7(1 £(n) + 1+ £7((s + &) £(n) .
Si i1 > s , on choisit e < 11 - s et, pour n assez grand, on a
-1, .
A(n) £3 £ (i, £(n)) ,

d'ou f(A(n)) < £(3) + i, f(n), et E'f' ASi, .
s yona A(n) <3 f-1((s + €) f(n)) , n assez grand. Ceci donne

de A< s +e, quel que soit & >0 ;

Si 11 S

donc 3; A

in
)
[ ]
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