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G12-01

QUELQUES APPLICATIONS DE NOUVEAUX RÉSULTATS DE VAN DER POORTEN

par Michel LANGEVIN

Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU

(Groupe d’étude de théorie des nombres)
17e année, 1975/76, n° G12, 11. p. 2 février 1976

1. Introduction ; les travaux de VAN DER POORTEN.

Au cours de sa conférence [1~7~ i A. J. VAN DER POORIEN. a donné des minorants (Les
meilleurs actuellement) entièrement explicites pour les modules des formes linéai-
res de logarithmes à coefficients rationnels, aussi bien dans le cas Gomplexe que
dans le cas p-adique (cf. références {,20] et [~21:] de. ~11’Ty~;. Le but de cet exposé
est de fournir des. applications simples du corollaire suivant de ces résultats :

(C) Soient a1 , a2 , ... , a des rationnels > 0 p, . satisfaisant à une. 
se technique (H), de hauteurs majorées par A1 , A2 , ... , A respectivement

(avec e2  Ai , i = 1 , 2 , ... , n) et b2 , ... , b des rationnels de

hauteurs toutes majorées par 13 (avec e2  B ) tels que

De plus, si B ne. désigne plus qu’un majorant des hauteurs de b. , b2 , ... , bn-1
et si note B ’ un majorant de celle de b (/~ (3) ( avec 20 $ 13 , B ’ ) ~

On s’attachera en particulier à montrer 1" importance de la "dépendance en n 
"

dans (C). On ne tiendra pas compte dans la suite de (H). Cela est sans grand incon-
vénient car; dans les applications des § 2 et 4, , (H) est vérifiée ; comme l’a 
tré BAKER, (H) est non indispensable et a pour but de simplifier les cdlculs ; en-

fin, la complication introduite par l’absence de (H), n’apporte pas de modification
des ordres de grandeurs des constantes figurant dans (C); (cf ~ introduction de la
référence. ~20~ de (1~7~ ).

2. Plus grand facteur premier d’ entiers voisins.

La lettre p est réservée aux nombres premiers. On note, comme d’habitude,

(Pk) désigne la suite des nombres premiers ; on note la distance de x à

Z ; on écrit log2 pour log. Icg ...



1. Soit k une suite d’entiers % 0 vérifiant

Démonstration. - On se ramène aisément au cas où k est une suite d’entiers
r 

- 

n

> O . Par hypothèse,. il existe un réel t  1 tel qu’on ait, à partir d’un cer-

tain rang, )k )  Par suite, on a , d’une part,
n .

d’autre part, en décomposant le rationnel (,n ~ k n ~~n en facteurs premiers,

Les inégalités (1) et (2) montrent que P tend vers l’infini avec n puisque

p_03C9  P ; plus précisément, d’après le théorème 3 de [8], 03C9 log 03C9  p03C9  P. Donc.s
le terme prépondérant dans le membre de gauche de (2) est 03C9 log 03C9 , d’où le résul-
ta t.

Remarque. - Sous des hypothèses plus fortes, on peut trouver, dans le théorème

1., un résultat meilleur que 1/6 : par exemple, si

avec. -t.  1; , on obtient (1: - t)/5. (resp. (.1. - t)/4) (cf. [3~) ; si

on obtient 2 ( cf . D. H. LEHMER [5] ou. SCHINZEL [9]).

Soit f un polynôme à coefficients entiers ayant au moins deux zéros distincts.

L~ inégalité

est maintenant établie dans tous les cas (cf. (3.4~,t, (3.5), (3.6) dans [,4~ ~. Le
théorème 1. est seulement un cas particulier de ce résultat quand la suite 

est constante (on peut même améliorer le 1/6 en 1/4, cf. [~~ ~. La constante

C(~f ~ ~ effectivement calculable, figurant dans (3) est toujours apparue, quand on a

su l’explioiter, comme une fonction décroissante du degré du polynôme, f (exposant
- 9 dans [13], -2 dans [~~ ~. Le corollaire suivant du théorème 1. montre un cas

où il n’en est pas ainsi :

COROLLAIRE. - Soit f un polynôme à coeff icients entier ayant au moins deux

zéros distincts dont un rationnel, alors



Démonstration. - Soient r/s un rationnel teL que f(r/s) = 0 , d -Le degré de

f , m. = sn - r . On écrit sd f(n) sous la forme m9;m) , où g est un 

de degré d - 1, , qu’on peut écrire + 0(m rL-~~ ) . Il est maintenant clair

qu’ il suffit d’appliquer le théorème 1 pour conclure.

On peut encore voir le théorème 1 sous un angle différente Soient p et q

(p  q) deux entiers premiers entre eux, et (n.) la suite croissante des entiers

de la forme p [14] et [ 1:5] ) a montré l’existence de deux

constantes effectives C~; et G~ vérifiant, pour tout i ,

On va déduire de (,C) des valeurs explicites pour C.i, et % ..

, ,

THEOREME 2.

Démonstration. ~ Pour majorer il suffit de minorer comme précédemment le

logaritnme du rationnel ni+1/ni , écrit sous forme de produit de puissances de
facteurs premiers. En supposant, par simplicité, p , q  8 (> e ) , on obtient

le résultat voulu ( (25.3) 19 
 2 ). Soit n. == pu qv , et supposons , par exempta,

f > Soit (r /s ) la suite, des rationnels convergente vers log p/log q ,
obtenue par développement en fraction continue. Soit n l’indice vérifiant

s~ $ s ~ . clés rationnels ~i/s~ ? ~n~~n~ ~ ~~~ ~’"
périeur à lag p/log q .

Par construction, 
l 

q 
n t 

est entier et > donc 5. ni+1.. On en dé-
duit :

p/log_ + (log p/log = 1 , que n’ soit égal à
n - 1 ou n, on a

De plus, on déduit de (C) et de l’inégalité p/log q~;~  1 f

ce qui prouve que s est minoré par c désignant une fonction de p et

q seuls. En reportant, il vient :



d’où le résultats

, ,

THEOREME 3. ’- Soient A et e deux réels positifs. Il existe un rang K(A , ~)
pour tout couple d’entiers (n , k) satisfaisant à k > ~) ~

n ~ exp exp(.log k) , l’onait :

Démonstration* - Par l’absurde, existent donc deux réels A , ~ tels qu’on

puisse trouver des couples (n, k) dentiers aussi grands qu’on le désire véri-

fiant 

Soit (,n , k~.. un tel couple. Montrons d’abord qu’on peut chcisir parmi

deux entiers n’ , n" satisfaisant à 1 $ n" - 2 et

Cela est possible puisque la quantité 203A31ik _ + i) , qu’on écrit

donc par 2n (.P) + k + ~~), pour k assez, grand.

En appliquant (4) et l’hypothèse. A. k  log3 n , il vient :

1  (6 + A~~’ + ?2014), ~ n)"’ pour k (et donc n ) assez- grand.

D’autre part, en appliquant (C) comme dqns la démonstration du théorème 1 au ra-

tionnel on obtient :

Conïne 6~ log ~ est majoré par ( 1 + f~. ) ~ + E/1~ )s~~‘ l’inégalité pré-

cédente montre que P tend vers l’infini avec k . d’après (4),



pour n > N convenable.. Il a plus alors qu’à rdporter dans (.5) pour obtenir La

contradiction cherchée~

Remarque. - Quand n est très grand devant k , on peut prouver un résultat

meilleur :

le théorème. 1. établit~ en particulier, qu ~ étant donnés deux entiers a et c ,

Le plus grand facteur premier de ab + c tend vers l’infini avec b. Le théorème

suivant montre que ce résultat est vrai uniformément en a .

/ ,

THEOREME 4,, - Soient t  1; et E > 0 deux réels. Il existe un rang 

pour lequel l’inégalité b > B(t , ~) impligue :

Soit e. = 03A01 . p.1 f les pi étant premiers. Comme dans
].

la preuve du théorème 1, on forme

mais on applique maintenant l’ inégalité (C.2) avec

La simplification par (log a) montre l’uniformité cherchée ; la démonstration

se poursuit alors comme celle du théorème 1~

Remarque. - Un résultat voisin qu’on peut prouver de façon analogue, a été obtenu

par SHOREY et TIJDEMAN [12] :

Soit M un réeL > C , il existe une constante effectivement calculable,
telle que les inégalités (.avec a > 1. , b > 1a , c ~ ~ , d > 0 entiers ) :

Remarque. - Le résultat du théorème 4 est en particulier valable lorsque c est

fixe. Dans ce cas, on peut aussi déduire ce résultat (sous une forme affaiblie) du
théorème suivant :

THEOREME (SCHINZEL, [10]). - Soit f un polynôme à coefficients entiers

ayant au moins deux zéros distincts. Il existe une constante M(f) , effectivement

calculable, telle pour tout entier r.l. > M(f) , l’équation diophantienne



n’admette aucune solution.

Suppxpns l’existence d’un réel tel qu’on puisse trouver une infinité d’en-

tiers b et des entiers a (b) vérifiant + c )  ~~ . Soit f u = 
et désignons par M2 la borne supérieure des réels M(fu) lorsque u décrit

l’ensemble des entiers sans facteur carré de diviseurs premiers  M1 . En consi-
dérant un couple (,a(b) , b) avec b > h; s et en écrivant a ~~.~ b + c sous la

forme ux t u étant sans facteur carré, on obtient la contradiction cherchée.

3. Bornes explicites pour les solutions de l’équation de Catalan.

L’ équation yn = -1: (,x , y , m, , n entiers % 2) n’ a que la solution

3 - 2 = 1 ; cette conjecture de CATALAN (1842) n’est pas encore prouvée, mais
TIJDEMAN {,16] a montré récemment l’existence d’un majorant effectivement calcula-
ble pour les solutions... Grâce à (C), on va en donner une évaluation explicite.

THEOREME 5. - yn  x  exp exp exp exp 780 .

Démonstration. - Elle repose sur le lemme suivant.

1:. - P(mn)  exp 241 .

Démonstration. - Soit p (resp. q ) un facteur premier de m (resp. n ) .
L’équation xm - yn = 1 se ramène à xp - yq = 1 (. P ~ q premiers ) . Les résul-
tats arithmétiques antérieurs (cf. [6], chapitre 30) montrent que inf (,p , q) ~ 5, ,
p (resp. q ) divise y (resp. x ), . On va en déduir.e le lemme ci-après.

LEMME 2. - Il existe un entier a b ), multiple de p (resR. q ), tel
que p(x - 1 ) = aq (resp. q(y + 1 ) = bp ).

Démonstration. - Le reste de la division de ( 1 + x + ... + xp-1 ) par ( x - 1~ )
étant p , il suffit pour montrer le résultat àe prouver que q divise la valua-

tion p-adique de p(,x - 1) , soit 1)) . p divisant y , on a

c. Q. F. D.

On montrerait de même le résultat telatif à q(y + 1 ) en observant que, q

impair, (y + 1) divise yq + 1 .

On applique maintennt (C) à la forme linéaire de logarithmes

L est le logarithme de



Il est clair que L est majoré par p(x - 1 ) 20141 . + qy 20141 w

Lorsque q > p (donc x > y ), la hauteur de al b est b , et on peut majorer

I. par

Lorsque p > q (donc y > x ), la hauteur de a/b est a (observer que
x > et y > ~"’) ) ~ et on peut de même majorer L par 2a ’ . L’application
de (C) donne alors, après simplification par log a (ou log b ).

Un calcul analogue, à partir de la forme

)p + q log q~ si p > q ,ou ~q + p log P~ Si q > P ,

permet d’obtenir

Il n’y a plus qu’à rapprocher les inégalités obtenues pour prouver le lemme 1~.

Des résultats de BAKER [11] sur lléuation diophantienne yq = P(x) (, P polynô-
me et q donnés), on déduit alors l’inégalité yq  exp exp exp exp 730 .

Comme on l’a expliqué au §1;, on a négligé l’hypothèse technique (H) . Par suite,
les résultats numériques précédents n’apparaissent qu’à titre d’ordre de grandeur

pour les constantes dont TIJDEMAN a montré l’existence. On s’est borné ici à 

plication directe des travaux de cet auteur. Nul doute que les valeurs numériques~
données ci-avant, peuvent être grandement améliorées : d’une part, par l’emploi
d’un corollaire (C) meilleur dans les cas n = 2 , 3 (VAN DER POORTEN a annoncé
des résultats dans ce sens), d’autre part, par l’emploi d’un résultat mieux adapté
à l’équation yq = xp - 1 , que celui, très général, de BAKER (Cf. [1] ) ! dont une
amélioration importante est annoncée par SPRINDUK.

4. Approximation diophantienne des nombres algébriques.

Soit x un nombre algébrique irrationnel. Soit (r /s ) la suite des rationnels

approchant x formée par développement en fraction continue. K. a prouve,
dès 1936, que lim P(rn sn) =- oo . Toutefois, ce résultat est ineffectif. SHOREY

et TIJDEMAN ont montré comment préciser simplement et effectivement ce résultat

grâce minorations de formes linéqires de logarithmes (cf. [11]). Il suffit en

effet d’observer que s 
n 

est voisin de 1 (à au plus (r n près) de

former le logarithme, d’appliquer un des résultats de VAN DER POORTEN ayant donné

naissance à (C), pour obtenir aussi aisément qu’on l’a fait pour le théorème 1 une

inégalité de la forme P(r 
n s ) » lag2 s 

n 
.



On voit facilement que cette démonstration peut être étendue à des approximations

rationnelles de moins bonne qualité que celles fournies par développement en frac-

tion continue. Le résultat reste par exemple acquis pour toute suite véri-

fiant (rn/sn)Î  (sn)-t (t > 0) . On va déduire maintenant du théorème 1 le

théorème suivante

/ ,

THEOREME 6. - Soient x un nombre réel irrationnel dont une puissance soit ra-

tionnelle, t un réel positif, (x ), une suite d’entiers véfifient

Démonstration. - Il existe des entiers d, r f s, tels que xd = r/s . Pour
n assez grand, on a

L’hypothèse faite x entraîne alors |sxd - rnd t « la constante
, 

n n 
d , ,

sous-entendue ne dépendant que de x . En d’autres termes, sx ne diffère de

r n 
d 

q ue p ar une q uantité de la f orme 0 ( n~’~~d ~ ) , il suf f it donc d’appliquer le

théorème 1 pour conclure.

Donnons une application de ces résulta ts : soit

un réel algébrique irrationnel $ autrement dit, en notation décimale,

Dans ce dernier résultat, puiqu’on ne modifie pas la nature de x en y ajoutant
un rationnel, il n’est pas nécessaire de commencer la suite par a1 a~ ... a k ;
plus généralement, on peut écrire (toujours en notation décimale), pour tout entier

m ,

et même remplacer la suite bm ... bm+n par une suite voisine.

On conserve les notations précédentes. La généralisation p-adique suivante du

célèbre théorème de Roth :

. ,

THEOREME (RIDOUT [7]). - Soient x un nombre réel algébrique irrationnel,

Pi t p~ , ... , qi , q~ ~ . ~ . ~ de s nombres premiers donnés , d un



réeL > 0 . Il existe une constante K telle qu’on ait, pour tout système

et tout couple (r’ , s’) d’entiers, en posant

admet pour corollaire : 
’ ’ ’

COROLLAIRE. - Soient (r /s ) une suite de rationnels convergeant vers un réel

irrationnel algébrique x , e un réel positif tel qu’on ait. pour tout entier n,

x - (r/s)t 1  s"~~~ . Alors.
n n n 

Démonstration. - Pour montrer le résultat pour P(s ) (par exemple), il suffit

d’appliquer le théorème avec r = r’, s’ = 1 , d  e/2 .

Grâce à ce corollaire, on peut construire aisément des nombres transcendants :

Qoit x = a~ a~ ... a , b~ ; b~ ~.. b ... l’écriture décimale d’un réel x ; soit:

H!, la suite croissante d’entiers définie par ~ 0 (pour tout k ), b ~ = (3

pour n  n  n... Par construction, 10   10 " , donc
une condition suffisante pour que x soit transcendant et que lim > ~ ’

Dans le système binaire, où la suite se trouve toute construite

on obtient un nombre transcendant dès que la dondition précédente est réalisée.

Soient x un réel algébrique irrationnel, et la suite d’approximations
obtenue par développement en fraction continue. Le corollaire précédent montre que

,

P(p ) et tendent vers l’infini avec n. Quand x = d~ (, d entier > 0
n n

non carré parfait), on va prouver un résultat plus précis 
. ,

THEOREME 7.

Démonstration. - )l - dq2n| = )é - é q2n| = ~xqn~ )p + q x) ; cette quantité
restant bornée, à (resp. é) apparaît comme valeur prise par un polynôme dun n

Second degré, Le résultat est alors une conséquence du lemme de [2] .

Dans le cas du théorème 7 , on peut espérer obtenir de meilleurs resultat ainsi 1



le développement en fraction continue de tout irrationnel quadratique étant pério-

dique à partir d’un certain rang, il existe un entier n tel qu’on ait

où A et B sont des matrices 2 x 2 convenables, P(n mod m) , Q(n mod m:).
des matrices 2 x 1 ne dépendant que de la classe de n modulo m . En envisa-

geant les suites extraites de pn et qn obtenues en ne conservant que les en-

tiers n congrus à un même nombre modul; m , on obtient des suites récurrentes

linéaires auxquelles il suffirait d’appliquer les énoncés annoncés par C. STEWART.

Les résultats attendus sont de l’ordre de
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