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Séminaire DELANGE-FPISOT-PCITOU G12-01
(Groupe d'étude de théorie des nombres) o
1Te année, 1975/76, n°® G12, 11 p. 2 février 1976

QUELQUES APPLICATIONS DE.NOUVEAUX.RéSULTAIS DE VAN DER FOORTEN

par siehel LANGEVIN

1e Introduction ; les travaux de VAN DER POORTEN.,

Au cours de sa confsrence [17], A. J. VAN DER POORIEN a donné des minorants (les

meilleurs actuellement) entiérement explicites pour les modules des formes linéai-

N

res de logarithmes a coefficients rationnels, aussi bien dans le cas complexe que
dans le cas p—adique (cf. références [20] et [21] de [17]). Le but de cet exposé
est de fournir des applications simples du corollaire suivant de ces résultats @
(C) Soient 34 9 8 9 eee y a des rationnels > O , satisfaisant 3 une hypothé-
se technégge (H), de kauteurs majorées par Ay oAy s eve y A respectivement
(avec e <A, i=1,2, 06 ,3n)et b

4 v By s eee s b des rationnels de

hauteurs toutes majorées par B (avec e? < B ) tels que

L= |b% log aq + b2 log 3y + oo + bh log anl £O .

Alors

5 6n+7
(Ce1) Ly expl= (@7(n + 1)) Kgsn log A;(log( 4 [l 1log A;)) log B)) »

De plus, si B ne désigne plus qu'un majorant des hauteurs de b?’ b2 g ’burﬂ
et si l'on note B' un majorant de celle de b (#0) (avec 20<B , B' ) ,

5 2 -1
(C2) L sup exp(~ (2°(n + 1)) T 1og A, (Log(IT 1og A,))” log(B* d Yy —a(e/a")).
0<d<0,99 1<i<n 1<i<n

On s'attachera en particulier 3 montrer l'importance de la "dépendance en n "
dens (C)e On ne tiendra pas compte dans la suite de (H). Cela est sans grand incon—

vénient car:dans les applications des § 2 et 4 , (H) est vérifiée ; comme 1l'a mon~—

tré BAKER, (H) est non indispenszble et a pour but de simplifier les cdlculs ; en—

fin, la complication introduite par l'absence de (H) n'apporte pas de modification
des ordres de grandeurs des constantes figurant dsns (C) (cfe introduction de la
reférence. [20] de [17]).

2. Plus grand facteur premier d'entiers voisins.
MMMWV\MW\MM’WWV\M

La lettre p est reservde aux nombres preniers. On note, comme d'habitude,

\ = ) - Z X = °
P(n) Sup |n P w(n) ola 1, n(n) 2§Sn 13
(pk) désigne la suite des nombres premiers ; on note Hﬁ} la distance de

: X a
Z ; on éerit log, pour 1log.lcg ...
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THEOREXE 1. Soit k ~une suite dlentiers # O ,yérifiant

. -1
lim supnn(loglknl)Qlog n), <1,

2lors

lim.infnw(sup(P(n) s P(n + kn))/ log, nx> 1/6 .

Démonstratione = On se raméne aisément au cas ou kn est une suite d'entiexrs

> O « Par hypothése, il existe un réel t < % tel quton ait, a partir d*un cexr-

tain rang, |kn| < nt « Par suite, on 2, d'une part,

(1) log((n +»kn)/n) < kh/n;< rxt-"li ’

d'autre part, en décomposant le rationnel (n + kn)/n en facteurs premiers,
5= bartT S0 (- = 2

(2) exp(= (27 (w + 1)) (log P)? (w log, P) log(sup(e” , B))) < log(n + kh)/n

avec. w = w((n + kh)nQ s P =P((n + kn)n) » B =1log2n/log?2 .

Les inégalités (1) et (2) montrent que P tend vers 1'infini avec n puisque
P_<P;
w - - W
le terme prépondérant dans le membre de gauche de (2) est @ log w , d'ou le résul-
tate

plus précisément, d'aprés le théoréme 3 de [8], » logw< p < P . Donc,

Remarque. - Sous des hypothéses plus fortes, on peut trouver, dans le théoréme
%y un résultat meilleur que 1/6 : par exemple, si

|knl < (log n)t (respe ‘knl < (log n)t/z)
avec t< 1 , on obtient (1 - t)/5 (respe (1 —1t)/4) (cfe [3]) 3 si
|kn| =1 ou 2,
on obtient 2 (cf. De He LERMER [5] ow SCHINZEL [9]).

Soit f un polyndme a coefficients entlers ayant au moins deux zéros distinctse
L'inégalité

(3) P(£(n)) > C(f) lcg, n

est maintenant établie dans tous les cas (cfe. (3.4), (3.3), (3.6) dams [4]). Le

théoréme 1 est seulement un cas particulier de ce résultat quand la suite (k)

est constante (on peut méme améliorer le 1/6 en 1/4 , cfe. [2])e La constante

C(f) , effectivement czlculable, figurant dans (3) est toujours apparue, guand on a

su l'expliciter, comme une fonction décroissante du degré du polyndme f

(exposant
- 9 dans [13],

-2 dans [2])e Le corellaire suivant du théoréme 1 montre un cas
el il n'en est pas ainsi 3

COROLLAIRE, - Soit f un polyndme 3 coefficients entie®s ayant au moins deux
zéros distincts dont un rationnel, alors
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Lim inf P(f(n.),)/log2 n3 1/6 .

Démonstratione — Soient r/s un rationnel tel que f(x/s) =0, d le degré de
f, m=sn-=r .0On écrit 2

f(n) sous la forme mgm) , ol g est un polyndme,

de degré d - 1 , qu'on peut écrire an®™ -1 + O dqz) « I1 est maintenant clair

qu'il suffit d'appliquer le théoreme 1 pour conclure.

On peut encore voir le théoréeme 1 sous un angle différente Soient p et q
(p < q) deux entiers premiers entre eux, et (n ) la suite croissante des entiexs
de la forme p- q  « TLIDENAN (cfe [14] et [15]) a montré l'existence de deux
constantes effectives CI et CZ: vérifiant, pour tout i ,
C
ni/(log ni) << n,

ey — 0y << ny/(log n,)

On va déduire de (C) des valeurs explicites pour C etC2

THEOREME 2.4

126. -1 126
(2 log p log, p log q) <G, < c, < (2 log p log, p log q) -

Démonﬁtfifi°“° — Pour majorer C.1 ,, 11 suffit de minorer comme préc2demment le

legaritnme du rationnel nb+4/n , €crit sous forme de produit de pu1ssances de

facteurs premiers. En supposant, par samplicité, p , >8 (> ¢ ) , on ebtient

le resultat voulu ((2 .3)1l9 126). Soit n, = e q, et supposons, par exemple,

Pt > q” 4 Soit (rn/sn) la suite des rationnels convergente vers log p/log q
obtenue par développement en fraction continue. Soit n 1'indice vérifiant
< td . _
S, SW< s .4 o L'un des rationnels rn__1/sn___1 ) rn/sn , SOit In'/sn’ y €st su
perieur a log p/log q
uss VAP,
Par construction, p q est entier et > n; donc >

> 0y
duit

« On en dé~
+1.

log(n,,4/n;) € log qs (1log p/log alj]

Come s lls (log p/log q)|| + s |is _4(log p/log g)|| =1, que n' soit égal a
n-1 ou n, on a
-1
l|s, 1 (log p/log q)f| < s, =
De plus, on déduit de (C) et de 1l'inégalité sn+ﬂ[sn(log p/log Q) < 1

exp(— 2126 log p log, p log q log s ) sn+4/l°g q< 1,

¢e qui prouve que S, est minoré per

q seulse En reportant, il vient 3
e 1,270 (10g p)™! (10g, P17 (log @)
< log a(2(log p)(log a)(log ng)™ ") °3 P °g P g ;

c . . .
nction de et
Shet v © désignant une fonc p
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d'ou le résultate

THEOREME 3. ~ Soient A et ¢ deux réels positifs. Il existe un rang K(A , ¢)
tel que, pour tout couple d'entiers (n , k) satisfaisant 3 k > K(A , €) ,
A .
n > exp exp(log k)" , l'on ait :

e

AP+ 1)(n +2)eea(m+Kk))) > (2 ¢2/4 + )" k log, n/log; n .

Démonst®ation. — Par 1l'absurde, existent donc deux réels A , ¢ tels qu'on

puisse trouver des couples (n , k) d'entiers aussi grands qu'on le désire véri-
fiant :

(4)n(P) < (12 +2/a + E)—1' k log, n(1093 rl.)"‘Ig avec P =P((n + 1)(n +2)eee(n +R )

Soit (n , k). un tel couple. Liontrons d'abord qu'on peut chcisir parmi
n+1,n+2, o0 n+k
deux entiers n' , n" satisfaisant a 1 n" -n' <2 et
w = oln! ") < 2k q(F) +3 log, k »

Cela est possible puisque la quantité 221<i<k wln + i) , qu'on écrit

i<k wlln +21i = 1)(n +21)) si k = 2k!?
ou
2z2<i<k' wl(n +21)(n +21i + 1)) + ol(n + 1)(n +2)) + w((n +2)(n + 3))

+ @((n +3)(n.+ 1)) ( + éventuellement 1 ) si k =2k' -1,
est égale a 2Z1$isk~ Zpl(n+i) 1 4 donc majorée par
22 Lk = 1/p) + 1) + n(F) —n(k) ,

donc par 2n(P) + 2k(log, k + 1), pour k assez grande

En appliquant (4) et l'hypothése A log, k £ logy n , il vient :
o< (6+ A7 . 5-:-'), log, r (log3 n)~1; pour k (et donc n ) eassez grand.

D'autre part, en appliquant (C) comme dgns la démonstration du théoréme 1 au ra—

tionnel n"/n' , on obtient :

(5) log(log n - log 2) < (6w + 7)(loglw + 1) + 5 log 2) + u log, P+logow+ logy P

+ logz(log 2 n/log 2) .

- e . - -1~ - s 2 4 4
Corme 6p log w est majoré par (1 + (6A) 1 + ¢/12), log, ~ 1'inégalité pré—

cédente montre que P tend vers 1'infini avec k . Mais, d'zprés (4),

-— /a . ,‘- 4
log P g log k + leg, k + legy n g (log, n)‘i/,.,ﬂv/ )
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pour n > N convenables Il niy a plus alors qu'a rdporter dans (5) pour obtenir la
contradiction cherchée.

Remarquees — Quand n est trés grand devant k , on peut prouver un résultat
meilleur s

lim inf P((n + 1)(n + 2)...(n.+-k),)/log2 n3 k (cf. [3]).

Le théoréme 1 établit, en particulier, qu'étant donnés deux entiers a et ¢ ,
le plus grand facteur premier de ab + ¢ tend vers 1l'infini avec b « Le théoreme

suivant montre que ce résultat est vrei uniformément en a

7 ~
THEOREME 4., - Soient t< 1 et ¢ > 0O deux réels., Il existe un rang B(t , ¢)
pour lequel 1%'inégalité b > B(t , ¢) impligue

infa>210<|C|Sau:P(ab +c) >((1 —¢)/6)log b «

. . . b _ i . .
pémonstratione — Soit a + ¢ = ﬂ1£i\ pi s les p_i étant premiers. Comme dans
la preuve du théoreme 1, on forme
. _=by _ -
log(l + ca ) = 21;.\ b, logp, = b log a ,

mais on applique maintenant 1'inégalité (C.2) avec

d=1log2, B'=Db, B = (b(loga/log2) + 1) .

I1 vient 3
(1 - t)b log a << (25(n +~2))6n+1'5 log a(ﬂi log pi)(log(ﬂi log pi))2 log k(log 2)'4

+ log a + b~1 log 2 .

La simplification par (log a) montre l'uniformité cherchée ; la démonstration

se poursuit alors comme celle du théoreme 1.

Remarguees — Un résultat voisin qu'on peut prouver de fagon anzlogue. a été obtenu
par SHOREY et TIJDEMAN [12] 3

Soit M un réel > C , il existe une constante c(M) , effectivement calculable,

telle que les inégalités (avec a>1, b>1, ¢c#0, d>O0 entiers) s

P(ae® + ¢) <1l et P(d) < ¥ impliquent |o| > (da”)'"0(M)(log B)/b

Remarque. - Le résultat du théoréme 4 est en particulier valable lorsque c¢ est

fixe. Dans ce cas, on peut aussi déduire ce résultat (sous une forme affaiblie) du
thésreme suivant s

THECRE.E (SCHINZEL, TIJDEMAN [#0])e — Soit f wun polyndme 3 ccefiicients entiers

a2yant au moins deux zéros distincts. Il existe une constznte M(f) , effectivenment

czlculable, telle que, pour tout erntier m > Li(f) , 1l'équation diophantienne

y© = £(x)
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n'admette aucune solutione.

Supposons l'existence d'un réel MT tel qu'on puisse trouver une infinité d'en-

tiers b et des entiers a(b) vérifiant P(a(b)b +c) < M, « Soit £ = uiz -Cc,
et désignons par M, la borne supérieure des réels M(fu) lorsque u décrit
l'ensemble des entiers sans facteur carré de diviseurs premiers < M1 « En consi-

dérant un couple (a(b) , b) avec b > M, , et en écrivant a(h)b + ¢ sous la

forme ux , wu étant sans facteur carré, on obtient la contradiction cherchées

3. Bornes explicites pour les solutions de l'équation de Catalan.
WM'W\WW\NW\MW\WNMWW

, . n

L'équation x" - y =% (x,y,m, n entiers >2) n'a que la solution
2 3 .

3" =27 =1 ; cette conjecture de CATALAN (1842) n'est pas encore prouvée, mais

TIJDE#MAN [16] a montré récemment l'existence d'un majorant effectivement calcula—

ble pour les solutions. Grice a (C), on va en donner une évaluation explicite.

THéORéME Se¢ = yn < x"< exp exp exp exp 73Q .,

Démonstration. — Elle repose sur le lemme suivant,

LEMME 1. = P(mn) < exp 241

Démonstrations - Soit p (resp.

q ) un facteur premier de m (resp. n ) .
L'équation K~ yn =1 se raméne 3 x° - yq =1 (p, g premiers) . Les résul-

tats arithmétiques anteérieurs (cf. [6], chapitre 30) montrent que inf(p , q) > 5 ,

p (respe ¢ ) divise y (respe x ) o On va en déduire le lemme ci-aprés.

LEM/E 2, - Il existe un entier a (resp. b ), multiple de
que p(x = 1) = ad (respe q(y + 1) =bP ),

p (resp. q ), tel

Démonstration. ~ Le reste de la division de (1 + X + ees + xp-1) par (x - 1)

étant p , il suffit pour montrer le résultat de prouver que

q divise la valua-
tion p-adique de p(x - 1) , soit vp(p(x - %)) « p divisant y , on a
x = x =1 mod P 3

]

par suite, vp(x - 1) > 1 et, puisque p #2
\'4 (X - 1!)
VP(Xp - 1) = vp((1 +pP x')P - 1)

1+ vp(x -1) = vap(x -1)) = qvp(Y)-
Ce Q. Fe Deo

On montrerait de méme le résultat relatif 3 q(y + 1) en observant que, q
étant impair, (y + 1) divise yq +1 .

On applique maintenznt (C) 3 la forme linéaire de logarithmes

L = |pg log(a/b) + q log q - p log pl|
L est le logarithme de

P g/l (s (x=-NDTHP (y+ )3T+ 51.
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11 est clair que L est majoré par p(x - 1)—1 + qy—1 .

Lorsque q > p (donc
L par

X >y ), la hauteur de a/ b est b , et on peut majorer

-1

2qy = (2q2/q(y + 1)) + y—1) <3 2—? .

Lorsque p > q (donc y > x ), la hauteur de a/b est a

(observer que
x > pq‘1’ et y> qp-?

))» et on peut de m@me majorer L par 25"~ , L'application
de (C) donne alsrs, aprés simplification par log a (ou logb ).

q-3< 21&77’

2177

(log p)° (log, p) si p>q,

3 .
p-3< (log q)” (log, q) si q>p.

Un calcul analogue, 2 partir de la forme

lp log(xb 3) + g logal si p>q, ou |qloglya®) +plogpl si q>p,

permet d'obtenir

126 .
p-3<27""(log p)(g log q log, a). si p>aq,
126 .
q -3 <27 (log q)(g-log p log, p) si q>p.
Il n'y a plus qu'a rapprocher ies inégalités obtenues pour prouver le lemme .

Des résultats de BAKER [1] sur 1'équation diophantienne y4 =P(x) (P polynd-

me et q donnés), on déduit alors 1'inégalité yq < xP < exp exp exp exp 730 .

Comme on l'a expliqué au §1, on a négligé l'hypothése technique (H). Par suite,
les résultats numériques précédents n'apparaissent qu'a titre d'ordre de grandeur

pour les constantes dont TIJDEMAN a montré l'existences On s'est borné ici a 1l'ap-

plication directe des travaux de cet auteur. Nul doute que les valeurs numériquesj
données ci-avant, peuvent &tre grandement amélioreces :
s P g

¢ d'une part, par l'emploi
d'un corollaire (C) meilleur dans les cas n =2 , 3 (VAN DER POORTEN a annoncé

des résultats dans ce sens), d'autre part, par l'emploi d'un résultat mieux adapté

a 1'équation yq = xP -1 s que eelui, trés général, de BAKER (cf. [1]), dont une

amélioration importante est annoncée par SPRINDZUK.

4. Approximation diophantienne des nombres algébriques.
AN o i e eV o o o e e e S N S a ad

Soit x wun nombre algébrique irrztionnel. Soit (rn/sn) la suite des rationnels
approchant x formée par développement en fraction continue. K. MAHLER a prouve,
des 19836, que limnm P(rn sn) = o , Toutefois, ce résultat est ineffectife. SHOREY
et TLJDEMAN ont montré comment préciser simplement et effectivement ce résultat

grice gqux minorations de formes linégires de logarithmes (cfe [11]). Il suffit en

effet d'observer que xr;T s est voisin de 1 (3 au plus (rn sn)- prés) de

former le logarithme, d'zppliquer un des résultats de VAN DER POORTEN ayant donné
naissance a (C), pour obtenir aussi aisément qu'on l'a fait pour le théoréme 1 une
inégalité de la forme P(rn sn) >> log, s_
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des approximations
rationnelles de moins bonne qualité que celles fournies par développement en frac-

On voit facilement que cette démonstration peut &tre étendue a

tion continue. Le résultat reste par exemple acquis pour toute suite rn/sn véri-

fiant |x - (rn/sn)l < (se.n)’t (t > 0) « On va déduire maintenant du théoréme 1 le
théoréme suivante.

/ A
THEORENE 6. - Soient x un nombre rdel irrationnel dont une puissance soit ra-

tionnelle, t un réel positif, (xn) une suite d'entiers véfifiaent

|x - nx| <™t
n

Alors
lim inf.nm P(nxn)/log2 n> /6.

Démonstrations - Il existe des entiers d

n assez grand, on a

sy T , S , tels que x3 = r/s . Pour

|(xn/n)d - (e/s)| < [(x/n) = x| @ 2x)*7 .,

Lthypothese faite sur X entra%ne alors stg - rnd| << nd-t

sous—entendue ne dépendant que de

s la constante
X « En dtautres termes, sxd ne differe de
nd que par une quantité de la forme O(nt—t/d)

; 11 suffit donc d'appliquer le
théoréme 1 pour conclure.

Donnons une application de ces résultats : soit

_ k—-i
x_Zogiskaimo +Zj>obj10 (Osai,bj$9)

un réel algébrique irrationnel ; autrement dit, en notation décimale,

X = 31 32 eee ak ’ b1.h2 XN bn see o
Les entiers a; a, ees @, 3 28, 3, ees 3, by (+es) approchent respectivement
X4 10 X , eee a moins de 1 prés j; par conséquent,

lim infn°° P(a1 3, eee 3y b1 by ees bn)/log n>0 .

Dans ce dernier résultat, puiqu'on ne modifie pas la nature de x en vy ajoutant
a1 a2 oo ak H
plus généralement, on peut écrire (tgujours en notation décimale), pour tout entier
m

un rationnel, il n'est pas nécessaire de commencer la suite par

lin inf P(bm b 1 *ee om*n)/log n>0

et méme remplacer la suite b_ «ss b

par une suite voisine,
m m+n

On conserve les notations précédentes. La généralisation p—adique suivante du
célebre théoréme de Roth :

THEOREME (RIDOUT [7]). - Soient x un ncubre rel algébrique irrationnel,

Ppo Pyssee s Pea Ay Gyoooeee sy @ des nombres premiers donnés , d un
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réel > O o Il existe une constante K telle gqu'on ait, pour tout systéme

B9 8y g ees . 3y b11 b2s°'°a b,

3
et tout couple (r' , s') d'entiers, en posant

3, a, ' b1 bz '
r = p1. % eece pk Ir Y S = q1| eece qz S ’

|x = (x/s)|x? s'(rs)d > K

admet ﬁour corollaire ¢

COROLLAIRE. - Soient (rn/sn) une suite de rationnels convergeant vers un réel

irrationnel algébrique x , ¢ un réel positif tel gu'on ait, pour tout entier n ,
x - (/s )| < s‘(1+€) « Alors,
n “n n —_—

lim _ P(z ) = lim  P(s ) == 4

Démonstrations — Pour montrer le résultat pour P(sn) (par exemple), il suffit
d'appliquer le théoréme avec r =71', s' =1, d<¢/2.

Grdce 3 ce corollaire, on peut construire aisément des nombres transaendants s
- _ $ St . ' . . .
RQoit x = 3 8y ese @y b1) o ees bn see l'écriture décimale d'un réel x j; soit
n la suite croissante d'entiers définie par b #0 (pour tout k ), b =0

k +1

n, -n n n, -n
pour n <n<n_, « Par construction, 10 Kkl o }x10 k“ < 10 & ¥+ y donc

+1
une condition suffisantepour que X it transcendant et que lim Squw(nk+1/nk) > 1.

Dans le systéme binaire, ol la suite (nk) se frouve toute construite

x = [x] + 2k>0 2 R

on obtient un nombre transcendant dés que la cundition précédente est réalisée.

Soient x un réel algébrique irrationnel, et (pn/qn) la suite d'approximations
obtenue par développement en fraction continue. Le corollaire précédent montre que
1
P(pn) et P(qn) tendent vers 1'infini avec n . Quand x = d? ( d entier > O

non carré parfait), on va prouver un résultat plus précis s

THEOREME Te

. . \ . i 1 P D .
lim inf P(pn)/log2 P, 2 1/4 3 lim inf (qh)/log2 q, 2 1/4

Démonstratione — \pi - ddi| = iﬁi - £2 dil = ”xq&l \pn +q x| 3 cette quantité

. 2 - . a
restant bornée, Py (respe qi) apparailt comme valeur prise par un polyndme du

second degré, Le résultat est alors une conséguence du lemme de [2].

Dans le cas du théoréme 7, on peut espérer obtenir de meilleurs resultat ainsi 3
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.e développement en fraction continue de tout irrationnel quadratique étant pério~

By

dique 3 partir d'un certain rang, il existe un entier n tel qu'on ait

ou A et B sont des matrices 2 x 2 convenables, P(n mod m) ,

des matrices 2 x 1 ne deépendant que de la classe de

(z“*") = AlVm) b od m)
n
(:2+1) = B[n/m] Q(n mod m)

Q(n mod m)

n modulo m « En envisa-

geant les suites extraites de Pn et 9, obtenues en ne conservant que les en-

tiers

n congrus a un méme nombre moduln m , on obtient des suites récurrentes

linéaires auxquelies il suffirait d'apgliquer les énoncés annoncés par C. STEWART.
Les résultats attendus sont de l'ordre de

1]
(2]
(3]
(4]

(5]
Q
7]
8]
(9]

[10]
(1]

(12]
(18]

[14]
[15)

inf(P(p_) » Plg)) >> (nflog n)® .
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