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TRANSCENDANCE DE VALEURS DE LA FONCTION GAMMA

par Daniel BERTRAND
(d*aprés G. V. CUDNOVSKII [8]),

1. Fonctions eulériennes et intégrales abéliennes.
D i e e e oY o oV ]

Mis 3 part le théoréme de Lindemann sur la transcendance de T(1/2) =,Ar , c'est
le passage des fonctions eulériennes aux périodes de certaines intégrales abélien-
nes qui est & la base de tous les résultats de transcendance connus jusqu'a présent
sur la fonction T . Nous en rappelons le principe, sur l'exemple des ¢ourbes
hyperelliptiques

2 n
(Hn) s Yy = T=x o
La surface de Riemann que définit Hn est (pour la projection y ) un revéte-

ment de P1‘C) de degré d =2 , ramifié aux racines n-iémes de l'unité

.-k}
{ 5nd k=Q,..,n=1 ?
et, lorsque n est impair, en 1l'infini. L'indice de ramification e, en ces

points est égal a 2 « La formule de Riemann-Hurwitz :

x(H) = &(By(©) = Zep (g)(e, = D)

entraine donc que le genre g de Hn vaut s

(1) g= (2~ X(Hn))/2 = partie entiére de (n - 1)/2 »

L'espaee des formes différentielles de premiére espéce sur Hn est engendré par
les g formes :

i-1

_ X
Qi = Y
et 1'on peut extraire une base {Ch ; h=1, ... ,2g} de l'homologie de Hn
. k
en dimension 1 , 3 partir des chemins joignant les points (gn:, Q) et (=) o
La "matrice des périodes" associée a Hn est formée de
nes, et s'écrit

dx 3 i =T, eee 5 gy

g lignes et 2g eslon—

[mih - jch Qj‘]i=1'r"v9§h=1 929
On calcule

wjp = 2j K X
&n
au moyen de changements de variables. Désignant par ay = qj(h s N) des nombres

algébriques ncn nuls, et par B la fonction b&ta d'Euler, on obtient 3
i-1 2

1 _x _ i 1y _ i:%iénlg
(2.3) wi}r‘=a1;JOA/.-xndx—afaB(n’2).‘a3r2.n .
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(La derniére inégalité se déduit de la formule des compléments, et de la formule
de Legendre-Gauss).

De fagon générale, nous noterons @

O = Logplicg, ., gsh=,.,2g

une matrice des périodes associée a une courbe H de genre g > 1 « On suppose H

vt les Q définis sur Q « Un raisonnement similaire au précédent montre que,

pour tout couple (a 4 b) de nombres rationnels non entiers et de somme non en-

tiére, les expressions B(a , b) apparaissent, 3 des facteurs prés, comme coef-

ficientsdes matrices Qy assoctées a certaines courbes H .

Exempless ~ Considérons la courbe elliptique

(H&) : yz = 48 - 4x

(Ha‘ est birationnellement équivalented H, )¢ On déduit de (2.a)

2
_ _r(az8)” . _ s
(2ob) U.)1Q (Bn)']z 9 0)1', lu)Z .
(Cette courbe admet en effet une multiplication complexe par

i )« De méme, la
¢courbe

2 3
(H3')3 Y =4x —4,

qui est birationnellement équivalente & H3 s admet une multiplication complexe
par j 4 et l'on a

(2.c) w = (3 /w2%3) s wy = Swy .

On remarquera que, de fagon plus générale, la jacobienne de la courbe H: est

n
une variété abélienne du "type M.C." de Shimura, admettant Q(gn) pour corps de
multiplications complexes.

2. Esquisse historique.

Aprés avoir obtenu le premier résultat de transcendance sur les fonctions ellip—
tiques de Weierstrass, SIEGEL [1] annongait, dés 1932 :

(3ea) L'un au moins des 292 coefficients de la matrice Qi est transcendante
Par conséquent, en vertu de (1) et (2.a)

(3eb) Pour tout entier n >3 , 1'un au moins des [(n = 1)/2] nombres

(C(i/n)2(0/21/n) (i =1 4 eee 5 [(n = 1)/2])

est transcendant.

Le résultat de SIEGEL a été considérablement amélioré par SCHNEIDER : le théo-

réme 2 de [2] (non-algébricité des périodes des intégrales abéliennes de premieére
et deuxidme espéces) entraine :
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(4.a) Pour tout indice i =1, «ee 4 g, 1l'un au moins des 2g nombres s
(h =1 4 ees 5 2g) est transcendant.
On déduit de (4.a) (voir le calcul (2.2)) et du théoréme de Lindemann

(4.b) Pour tout couple

(a y b) de nombres rationnels non entiers , B(a , b)

est transcendante

Il convient ici de rappeler qu'un raisonnement a une variable permet de montrer,
pour toute fonction abélienne, convenablement normalisée, la non-algébricité de

chacune de ses périodes (a4 g composantes) (voir [4]). En particulier :

(5) Pour tout indice h =1, «.s , 2g , 1'un au moins des g nombres ©3p
(i=1, eee 4 g) est transcendant.

(Signalons que MASSER, COATES et LANG ont donné de nombreuses améliorations de

ce dernier Jnoncé, meis uniquement pour les variétés abéliennes du "type MeCo")
de shimura.

Dans le cas des courbes elliptiques (ou, plus précisément, du produit Hé X H& )
les méthodes de BAKER ont permis & COATES de montrer [6] 3

-1 2 -t 3 R ' .
(6) Le nombre B, mw 2 T(1/4)” +8, n T(1/3) +Bym, ol B, 4B, et By dé-
signent des nombres algébriques, est nul ou transcendant.

3+ Indépendance algébriques
P ol it e e oWV o S Y o e o

Comme 1'a remarqué MASSER, le résultat suivant (7), qui est d@ 3 CUDNOVSKII [8],

permet de résoudre le probldme de la transcendance de T(1/4) et de T(1/3)s Nous

p » d'invariants % et %K
algébriques. Soient {mm » w,} un couple de périodes fondamentales de v, {nt'n2}
les pseudo-périodes qui leur sont associées.

considérons une fonction elliptique de Weierstrass

Alors

(7) Deux des _nombres
S.).

w9 @y Mg 9 Ty sont algébriquement indépendants (sur

Pour la démonstration (qui faisait d'ailleurs 1'objet de 1'exposé oral), nous

renvoyons a [9]« En voici le principe. On suppose que (7) n'est pas vérifié. La
relation de Legendre

(®) Tp wy =Ty w =2

entraine alors que le dorps Q(wT s wy 0 Ty s n2) est une extension algébrique de

gﬁn) « Dans ces conditions, on peut construire une suite {pN}NeN‘ d'éléments de
ELX] s de degré << N , de taille (logarithmique) << N log N , tels que 3
5/2
1oglPN(n)l « 1%,

On invoque alors le lemme suivant, dd a FEL'DLAN [3] =
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(9) Pour tout élément non nul P de Z[X] , de degré << d , de taille << h ,
on 2

10g|P(r)| >> = d(1 + d log d + h) log@ +d logd + h) .

D'ou contradictione.

Posons, pour conclure ce paragraphe, la conjecture suivante.

1) S1 p n'a pas de multiplication complexe, les nombres w; et wy sont al—
gébriquement indépendants.

4, Applicationse
P o N o e s
Dans [7], MASSER a démontré :

(1n.) si p admet une multiplication complexe, l'espace vectoriel engendré par

Ty wyswysMyaT et m sur Q est de dimension < 4 (et en fait égale & 4).

~~

On déduit de la conjonction de (7), (8) et (11)

(12), si p admet une multiplication complexe, les nombres

W, et ©m sont al-
gébriquement indépendants.

Reprenant alors, pour les courbes H} et Hj , les expressions (2.b) et (2.¢),
on d tient :

(13) Les nombres T(1/4) et T(1/3) sont transcendants.

Remarque. — On peut démontrer (13) sans faire appel & (8) et (11), qui expriment

dans ce cas des résultats classiques. Considérons en effet les nombres 3

‘W?(T) = w ﬂ1(wm ? QZ» =—Zn Z& v/ (mr +-n)2

W) = wy Tolog » @) =3It /(o +n)° .

On a na(— V) = Tﬂ?(T) » D'autre part, 7% , qui est 1ié & la fonctian P de
Ramanujan, est "presque modulaire" de poids 2 , en ce sens que

(= /1) = T T (1) + 2inT

Ces relations entrainent, dans le cas de la courbe HA y aVec T =

= ol =1,
ﬂ2 = n/wQ 3 ﬂm = n/uﬁzi

(2eb) et (7)) permettent alors de conclure, Le méme raisonnement s'applique a
1tétude de Hé .

Pour terminer, nous signalerons que le résultat de CUDNOVSKIJ résoud, en l'amé—
liorant, une conjecture de SIEGEL, On déduit de (1] que, lorsque T est un nombre
imaginaire quadratique non congru & i1 ou j modulo SL2Q%) , le nombre uj'(T)
est transcendant. Dans [5], SIEGEL demande s'il en est de méme du nombre j'(7) .
Les résultats de [7] permettent de répondre par l'affirmative. Mais (7) entraine
quey sous les mémes hypothéses, les nombres o et
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$1(r) = 18 -2‘"1—“% 3(r)

sont algébriquement indépendantse.

(1]
(2]
(3]
(4]
(3]

(6]

8]
9
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