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LE PLONGEMENT GALOISIEN L NOYAU D'ORDRE PREMIER
ET SES APPLICATIONS A LA CONSTRUCTION D'EXTENSIONS NON ABELIENNES

par NGUYEN-QUANG-DO Thong

Introduction.

—~r—.

Etant donné un corps arithmétique k (i. e. un corps local ou global), le grand
probléme est : Pour tout groupe G , classifier les extensions galoisiennes de k
dont le groupe de Galois est isomorphe & G . Si G est abélien, le problime est
résolu par la théorie du corps de classes. Il n'y a pas encore de théorie satisfai-
sante dans le cas non abélien. Si G n'est pas abélien, on peut se limiter au cas
ou G est résoluble, et faire des constructions par induction : c'est le probl2me
inverse de la théorie de Galois. Plus précisément :

Soit K/k galoisienne, de groupe G . Soit l'extension de groupe :

(®) ] => A ===>E 2> ¢ => 1 .

Construire une extension L/(K/k) telle que L/K soit galoisienne de groupe
A, et L/k galoisienne de groupe E , et telle que le passage au quotient s
corresponde sur les groupea de Galois & la restriction des automorphismes de L &

K . Ce probldme est appelé probléme du plongement relatif a K/k et la suite exac~
te (E) ; A est le noyau du plongement.

Nous nous occuperons ici d'un plongement particulier :

Soit k wun corps £-adique, i. e. une extension finie d'un corps _gz de nombres
L-adiques. Soit p un nombre premier. Etant donnée une extension galoisienne K/k ,

de groupe G 5 trouver toutes les extensions L qui sont cycliques de degré p
sur K et galoisiennes sur k .

Nous appellerons (K/k ’ p) ce probldme. Le nombre des solutions est noté
§(K/k » p) « On a N(K/k , p) < » d'aprés un résultat de KRASNER [ 3] sur la fini-
tude du nombre des extensions de degré donné d'un corps £-adique. Nous allons cal-
culer N(K/k ’ p) » et appliquer les résultats 3 la détermination des extensions

galoisiennes de k dont le groupe est non abélien, pas tror compliqué.

1. Résgltats géométrigges.

Définitions. - Pour toute extension K de -QL » de degré n , et pour tout
nombre premier p , soit FK le grcupe KQ"‘/K"('p » considéré comme espace vectoriel
sur ‘Ep « Alors dim FK =aon+ 1+ & 45, avec o =1 (resp. 0) si p=24 (resp.
P#4) et e =1 (resp. 0) si X contient (resp. ne contient pas) le groupe A
des racines p-idmes de 1'unité (cf. par exemple CASSELS—-FROHLICE [1]).
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THﬁORﬁME lel. — Pour toute extension galoisienne K/k , de groupe G , et pour
tout nombre premier p , le nombre N(X/k , p) est égal :

(i) au nombre des hyperplans de Iy stables par G,

(ii) au nombre des droites de l°espace dual fK stables par G .

Preuve, -~ Par le corps de classes [1] ou par la théorie de Galois, on obtient des
conditions nécessaires et suffisantes pour qu'une extension L/K » cyclique de

degré p » soit galoisienne sur k . La traduction en langage géométrique donne le
théoreme.

Co Qn Fo D'

S8i K contient le groupe Ap des racines p-iémes de 1'unité, le symbole de
puissance p-—iéme [1] permet de définir. par passage au quotient, une forme bili-
néaire antisymétrique, non dégénérée, notée (. , ’>K . Par rapport & cette forme,
le groupe G = Gal(K/k) agit comme un groupe de similitudes. Plus précisément,
Yo€eG,y Vac TK » VY BEeET ' {ca » oB) = jla » B) » OU J = jlo) est 1'é16-

ment de Ep défini par o(g) = ¢’ 4, ¢ générateur de Ap . On peut alors complé-
ter 1.1,

THEOREME 1.1 big. — Dans les hypothéses de 1.1, suppcsons, en plus, que K

contient Ap « Alors N(K/k , p) = nombre des droites de PK laissées stables par
G

Preuve., - En effet, toute similitude conservant l'orthogonalité, il y aura bijec—

tion entre les hyperplans stables par G et les droites (orthogonales & ces hyper—
plans) gstables par G .

C. Q. F. D,
2. Cas ou Gal(K/k) est un p-groupe.
Définitions. — Pour tout p-groupe G , on notera I, = I 1'idéal d'augmentation

G
de 1'algdbre de groupe E%[G] » 1. e. la sous-algebre engendrée par (o - 1),

cEG,

PROPOSITION 2.1. — Si G = Gal(K/k) est un p—groupe, N(K/k , p) est égal au
nombre de sous—groupes d'ordre p du groupe d'homologie HO(G ’ FK) = FY/ITK .

Preuve. — Si G est un p-groupe, les valeurs propres de tout o G sont éga—
les 3 1, Done N(K/k , p) = nombre des vecteurs de fK fiyes par G , d'ou le
résultat, par dualité.

C. Q. F. D.
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PROPOSITION 2.1 bis. - Si, en plus, X contient AP P) N(K/k ’ p) est égal au

nombre des sous—groupes d'ordre p du groupe de cohomologie HO(G ’ FK) = rg .

On peut toujours, par extension du corps k (et moyennant quelques précautionsli),

supposer que k contient Ap . Alora, si dim Fg =C , on aura :

N(EK/x s p) = (p° = 1)/(p - 1)

d'apres 2.1 bis., Il reste a calculer c .

THEOREME 2.2. — Soit k wun corps £~adigue contenant A, + Soit K/k galoisienne
de groupe G (G =un groupe). Alors dim ¥ —an+ 2~ B+r -4, 0u:
de _groupe . p- D K M

n=[k:Q],

=1 (resp. 0) si p divise £ (resp. ne divise pas) ,
d = nombre minimal de générateurs de G = dim HI(G ’ Ap) ’

r = nombre minimal de relations de G

il

aim B2(G , Ap) ’

8=0 (resp. 1) si 1'image de HZ(C , Ap) dans H2(G » K¥) est O (resp.
#0) .

Preuve, - Des deux suites exactes
1 =—> K*P > K > [ —> 1 et 1—>4 K > 1,
on tire les suites exactes de cohomologie :
1 —> (@)% 2P o i s 0 i s T~ BN(GRP) > BH0KY) = 1
et
ul(e , k%) = 1 —> ul(e , *P) Lo w2(c a) 25 (G, K*) ~> ...

La premiére donne Fﬁ/Im 1l D‘HI(G ° K*p) » cu T est l'homomorphisme canonique
de Iy dans Ty s et par KUMMER, on sait que Ker 1) °‘H1(G ’ Ap) .

La seconde suite montre cue Hl(G ’ K#p) s'injecte dans H2(G s A ) par § »
avec Coker § = Im ¢ . Or, d'aprds le corps de classes [1], H2(G y K*) est cycli-
que, et comme H2(G ’ Ap) est d’expesant p » Im ¢ est au plus d'ordre p .

C. Q. F. D.
3. Cas ou Gal(K/k) est d‘ordre premier & p .
On suppose que k est uie extension finie de » contenant A Si K/k est

galoisienne de groupe G . d'ordre premier & p , l'algdbre E%[G] est semi-simple.
et 1l'extension K/k est modérément ramifide.

Définitions. ~ Soit AF'e la valuation de K . Pour tout entier m > % , on pose :

Ug = UK = groupe des unités de K ,

Uﬁ:{x ex*; v(1~-x)>mn} pour m>1,

g
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ey = v(p) et ey = vip)/(p - 1) (=v(g=-1), ¢ eénérateur de AP ).
THéORﬁME 3.1. = Dans ces conditions,

Eﬁfz -1 pn -1
NKfe y p) = Bt Bt
o n=[k:Q] et t=iHom(G.g;)-1l.

Preuve, — Le probldme revient & compter la multiplicité avec laquelle une repré-—
sentation de dimension 1 intervient dans l'espace de représentation PK de G

sur Fp « En posant Fﬁ = UE K')('p/l{'“'p pour m >0 , on voit facilement que :

- 1'espace de représentation FK est somme directe de Fé et d'un espace de

dim 1 sur lequel G opére trivialement,
pey
-~ G opere trivialement sur FK .
pey
Reste 4 étuiier 1l'action de G sur Fé/rK K . Pour cela, on le filtre par les
pe
r‘l‘;/rK K , et on utilise un résultat d'IWASAWA [2].

Co Q- Fo bo

4, Extensions galoisiennes non abéliennes de certains tXEeS donnés.

Dans tout ce paragraphe, [k :_gp] =n , k contient AP « On va appliquer les

résultats précedents & la détermination des extensions galoisiennes de k dont le

groupe est isomorphe & un groupe non abélien donné, pas trop compliqué.

PROPOSITION 4.1. - Soit q premier, # p . Le nombre des extensions diédrales de

k , de degré pq , est égal a (q2 - 1)(pn - 1fp - 1) si q divise p-1, O
sinon.

Preuve. - On remarque que si L/k est une extension galoisienne de degré Pq »

¢al(L/k) admet un sous—groupe normal d'ordre p , et un seul, d'aprés la théorie

de la ramification. Le reste s'ensuit aisément.

C. Q. F. D.

(4.2) ¢ On veut déterminer les extensions non abéliennes de degré p3 de k
(p#2 5, ou p = 2) . Les résultats sont trop compliqués pour &tre énoncés ici
(voir [4]). La méthode consiste, étant donnée K/k galoisienne, de groupe G , de
type (p » r) » a déterminer Fg en "descendant™ dans les sous~extensions de K .

Le langage géométrisue est essentiel pour la clarté des calculs,

(4.3) ¢ Pour finir, donnons une application cohomologique ¢

PROPOSITION. - Soit G un p—groupe abélien dont le nombre minimal de généra-
teurs (resp. de relations) est @ (resp. r) . Alors r =d(a + 1)/2.

La preuve consiste a4 fabriquer une extension galoisienne K/k , de groupe G ,
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telle que H(G , AP) s'identifie 3 H(G , K*P) . On utilise alors la suite exao-

te d'inflation-restriction (il faut une &tude assez fine) pour déterminer le H!

par "dévissage" de G . Il serait plaisant, par une méthode analogue, de redémon-—

trer la céldbre (voir [1]) inégalité de Golod-Safarevié, r > d2/4 .

Je n'y suis pas arrivé.
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