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STABILITÉ ALGÉBRIQUE ET TOPOLOGIES HILBERTIENNES

par Pierre LIARDET

Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU

(Théorie des nombres)
17e année, 1975/76, no 8, 9 p. 24 novembre 1975

Etant données deux parties A, B d’un corps commutatif 0, considérons la

famille ~’~A ~ B) des polynômes P ayant la propriété : pour presque tout a

dans A (i. e, tous sauf un nombre fini) , il existe un b dans B tel que

p(a , b) = 0 , et pour aucun c dans B, on a P(X , c) x 0 . Le problème qui
nous intéresse est de montrer, par exemple, que tout élément de ~’~A , B) admet un

facteur caractétistique de la propriété. Les méthodes utilisées pour étudier ce

type de problème sont très variées, et ont fait l’objet de nombreux travaux dont
ceux de D. J. LEWIS, W. NARKIEWICZ, S. LANG, G. RAUZY, A. SCHINZEL, C. L. SIEGEL et

l’auteur entre autres.

Nous nous proposons ici, dans une première partie, d’introduire des topologies
dont certaines utilisent le critère d’irréductibilité de Hilbert (Topologies hil-
bertiennes) qui permettent d’obtenir des inclusions ~’~A , B) c: ~’~A’ ~ 13’ ) ~ où

AI et BI se présentent le plus souvent comme des ensembles de points d’accumula-
tion. Dans certaines situations intéressantes, le problème de la caractérisation

des éléments de â~~A’ , B’) semble plus simple. Dans une deuxième partie, nous

donnons quelques résultats nouveaux obtenus par cette méthode [4], notamment la ca-
ractérisation de l’ensemble P(E, E) , où E désigne l’ensemble des P-V éléments

de BATEMAN-DUQUETTE [1], dans un corps de séries formelles de Laurent.

Dans la suite, pour tout sous-corps L de Q, (P- jj (A ~ B) désignera l’ ensemble

des polynômes dans ~’~A ~ 13) définis sur L .

1

1. La 0-topologie.

Désignons par K un sous-corps du corps 03A9 . Nous supposerons toujours Q 

briquement clos, et noterons K la clôture algébrique de K (dans Q ). Considé-
rons un couple ~K , t~ ~ , où Î-L. est un ensemble de valeurs absolues non trivia-

les et non équivalentes entre elles sur K . Un couple (03A9, M03A9) sera dit une ex-

tension valuée de (K , MK) si M03A9 est un ensemble de valeurs absolues sur Q

satisfaisant aux deux conditions suivantes :

MK est l’ ensemble des restrictions à K des éléments de 

(v2) Pour tout a dans Q et tout 1 1 dans MK , l’ensemble des images 

de a par les valeurs absolues Il Il de prolongeant  1 est fini.



Remarquons que si Q = K , la condition (v~) est toujours satisfaite. D’ autre
part, le groupe Gal(K/K) des K-automorphismes de Ê agit de façon naturelle sur

les valeurs absolues de K . Une extension valuée (Q ~ de (K , sera 
A

dite saturée si l’ensemble M des restrictions des valeurs absolues de M03A9 à K

est stable par Gal(K/K) .

Les ensembles ~L- . - Soit a e n . Pour tout e > 0 , toute partie finie non

vide S de M et tout entier v > 0 ~ définissons l’ensemble W~(e , I; , ~ ; a)
des x de 03A9 , algébriques sur K , tels que, pour toute valeur absolue ) t de

M dont la restriction à K est dans 03A3 , il existe 03BD conjugués distincts

x(1) , ... , x(03BD) sur K de x satisfaisant 

Notons maintenant l’ensemble des parties II de Q telles que , pour tout a

de U , il existe un v ; a) contenu dans U . Les éléments de

0 sont les ouverts d’une topologie sur Q que nous appellerons OK-topologie (ou
simplement 0-topologie s’il n’y a pas de risque de confusion) associée à l’exten- 2014
sion valuée (Q ~ M ) . On vérifie facilement que :

(l~l) La 0~-topologie sur Q est identique à la 0 -topologie associée à l’ex-

tension valuée (Q ~ M ) de (L ~ I~L ) lorsque L est une extension algébrique
finie de K.

D’autre part, les ensembles (a) u E ~ v ; a) ne sont pas nécessairement

des voisinages de a pour la O-topologie, mais en fait :

(1.2) Si l’extension valué (Q ~ M ) de (IL , I’L.) est saturée, la famille des

ensembles (a) u ~(e ~ S ~ B~ ? a) forme un système fondamental de voisinages de

a pour la 0-topologie~

Lorsque (Q ~ M ) n’est pas saturée , nous utiliserons la notion de point de con-

densation. Soit nous dirons que a dans Q est un point de condensation
de A (pour la 0-topologie) si aucune des intersections A n E ~ ~ ; a)
n’est vide. L’ensemble des points de condensation de A sera noté A , celui des

c

points d’accumulation de A sera noté A’ . Lorsque l’extension valuée (03A9 , M )
est saturée, on a, d’après (1.2), A’ = A .

Exemples.

( 1.3) Prenons n == Q , K = Q ~ M l’ensemble des valeurs absolues (normalisées)
de Q non triviales, et soit (Q l’extension valuée saturée de ( Q , M ) .
Munissons Q de la O-topologie correspondant à cette extension, alors, pour T’en-

semble S des nombres de Pisot-Vijayaraghavan, on a

où U désigne le groupe des racines de l’unité. D’autre part, les propriétés



arithmétiques des racines de l’unité montrent que U? - ~ . Plus généralement , soit

C la famille des compacts K de C stables par conjugaison complexe et égaux à

l’adhérence de leurs intéreurs  pour la topologie usuelle de C . Si 

désigne 1=ensemble des entiers algébriques 6 ayant exactement m conjugués

( e compris) sur Q extérieurs à A et tous les autres conjugués dans A, alors

pour tout X de C on a :

(l.4) Prenons ici Q = C et (C , ( ) )) l’extension valuée de Q où i [ dé-

signe la valeur absolue archimédienne usuelle de C . On obtient pour les ensembles

définis ci-dessus , avec X dans S :

2. corres ondances algébri ues.

L’étude du comportement des racines des équations P(cY , Y) = 0 lorsque
OE é z , v ; a) pour un polynôme P(x , Y) de @(A , B) mène en particu-
lier au théorème suivant:

, , .

2. i> Pour toute OK-topologie SUr Q , °n a

Donnons une application directe. Pour tout polynôme S(X) à coefficients dans

C , notons KS l’ensemble des nombres complexes Z tels que |S(Z)|  1 . Posons
0398m (K) = U n= 0 @ rB (K) . Le corollaire suivant généralise un théorème de G. RAUZY [5]
sur les nombres de Pisot-Vijayaraghavan :

(2.2) COROLLAIRE. - Soient S et T deux polynômes unitaires à coefficients

dans Z ~ m ~ n des entiers > 0 , et A une partie de telle que les

éléments de @ (K ) B A soient de degrés sur Q bornés dans leur ensemble. Alors ,

pour tout polynôme P(X , Y) de P(A , 0398n(KT)) , il existe u , v entiers ra-

tionnels > 0 tels que ait un facteur commun avec le polynôme

Il suffit en effet de remarquer que, pour la 0-topologie donnée on a

~ 

S(A’ ) == U u (()) et T~~ ~~ ~’ ~ - U u ~0~ , puis d’appliquer un théorème de S, LANG
[ 3] qui explicite ~’(U , U) .

3. Topologies hilbertiennes.

Soient (03A9 , M03A9) une extension valuée de (K , MK) , et f(T , X) un polynôme
de deux variables, défini et irréductible sur K , non constant en la variable X .

Nous noterons 0394f l’ensemble des éléments t de K tels que f(t , X) soit

K-primaire, c’est--à-dire, qu’il existe un élément b non nul de K p un entier



r > 0 et un polynôme h de irréductible sur K , satisfaisant à

le produit portant sur l’ensemble des K-isomorphismes o de K(t) dans  .

Une intersection finie d’ensembles A,, avec une partie de 03A9 , de complémentaire

(dans Q ) fini, sera appelée ensemble prohilbertien. Notons O*K l’ensemble des" 
20142014201420142014201420142014.20142014.201420142014201420142014~. j~

parties U de Q telles que, pour tout .a de U , il existe un ensemble

WK(~ , 03A3 , 03BD ; a) et un ensemble prohilbertien A satisfaisant à la condition

On vérifie sans difficulté que O*K est la famille des ouverts d’une topologie
sur Q que nous appellerons 0-topologie ou topologie hilbertienne. Cette topolo-
gie ne présente aucun intérêt si des ensembles prohilbertiens sont vides ; ce cas

est exclu lorsque K est un corps hilbertien au sens de S. car l’inter-

section ~y n K est un ensemble de Hilbert. D’autre part :

(3. l) Si ~~ ! est saturée, la faille des ensembles (a) u 

(où en particulier A parcourt l’ensemble des ensembles prohilbertiens) forme un

système fondamental de voisinages de a pour la topologie hilbertienneo

Nous dirons que a dans Q est un point de ,~-condensation de A (ci ~~ , si
aucune des intersections a) ~ 0394 n A n’est vide. Nous noterons A*
l’ensemble des points de *-condensation de A, et A" celui des points d’accumu-

lation de A pour la topologie hilbertienne.

Topologies hilbertiennes et correspondances algébriques. - Désignons par
PirrK(A , B) le sous-ensemble des éléments de B) irréductibles sur K , et

par B) celui des éléments P(K , Y) de PK(A , B) tels que, pour presque

tout a de A , l’équation P(a, Y) = 0 ait toutes ses racines dans B . La dé-

monstration du théorème en (2, 1) permet également d’obtenir le théorème suivant.

~ 3.2~ Pour toute topologie hilbertienne sur ~? , on a

où B désigne l’ensemble des points de condensation de B pour la O-topologie

associée à l’extension valuée correspondante (2 de K .

4. Recherche des points de condensation.

Pour montrer qufun élément a de 03A9 muni d’une OK-topologie est un point de
condensation d’une partie A on procède généralement de la manière sui-

vante. Pour chaque ensemble 1{ = ’:~1~ ( s , ~ , v ; a) défini au § 1 , on construit un

polynôme de deux variables ~~, (~ , ~~ (irréductible sur K ) de sorte qu’il existe
un élément z de K tel que le polynôme ~,, a (v , z) admette une racine ~ dans



Ainsi, dans le cas de l’exemple (l .3) ~ avec A = S et a une racine de l’unité,

on prend

où H(T) est le polynôme unitaire irréductible sur Q de a ~ le produit portant

sur les Q-isomorphismes cr de Q(a) dans C et chaque g (ï) étant un trinôme
f2014 *~-’ ’~-. 

’" Q*

du second degré à coefficients entiers, dont les racines, dans C , sont intérieu-

res au disque unité et l’une d’elles, 03B103C3 , vérifiant l’inégalité

On choisit alors 
. 

z entier rationnel assez grand pour lequel ~(T ~ z) est

irréductible, et z 
P 

assez petit en chaque valeur absolue non archimédienne

j ( p de E , de sorte que z) soit le polynôme irréductible unitaire d’un

nombre de Pisot-Vij ayaraghavan ~ dans w( s , s ~ ~ ; a) .

Pour obtenir a point de i»--condensation de A ~ nous sommes amenés par les

constructiohs des polynômes $ précédents au résultat suivante

(4.l) Principe de réciprocité : Soit f(T , X) (resp. $(T ~ z)) un polynôme ir-

réductible de deux variables à coefficients dans K , de degrés en T et X

(resp. en T et z) non nuls. Supposons 03A6(03B2 , Z) K(X)-primaire pour une racine
P dans K(X) de f(T , X) = 0 . Alors f(a y X) est K(Z)-primaire pour toute
racine a dans K(z) de $(T , Z) = 0 .

En fait, f (T , X) étant donné par (4.1), si 03A6W(03B2 , z) est K(X)-primaire, le
polynôme N x ~ / (f(c~ ~ X)) est alors, à un facteur constant près, puissance d’un

polynôme h(Z, X) irréductible sur K . On est amené à chercher z dans K tel

que h(z , X) reste irréductible, et z) admette une racine ç (image
d’une spécialisation de 03B2 au-dessus de la spécialisation (Z) 2014> (z) sur K )
dans W n A . Alors Ç est aussi dans A., sous réserve d’exclure un nombre fini

de valeurs de z dans K.

Remarquons pour les polynômes irréductibles 03A6W(X , T) donnés en (1),

03A6W(03B2, T) est K(Y)-primaire quel que soit p dans  , ce qui permet de mon-
trer que, dans le cas de l’exemple (l.3) y les points de condensation de S (et
plus généralement des 0 (K) avec X dans C ) sont aussi les points de

*-condensation.

II

1. Un exemple d’ensembles de nombres algébriques "affinement stables".

Pour tout 6 algébrique dans C , de conjugués 9 (=e)? 03B82 ,..., 03B8k dans

Q ~ posons



lorsque k ~ 2 et p(e) == 0 lorsque k = 1 . Soit c > ~ , et désignons par L(c)
l’ensemble des entiers algébriques e tels que p( e) ~ c . Il est clair que toute

transformation affine à coefficients dans Z transforme en un ensemble

I, ~ c ~ ~ ; plus généralement :

/ B 
r ,

(1.1) THEOREME. - So ient c et cf des nombres réels > 0 . Il y a équivalence
entre les deux propositions suivantes :

(i) Y) est élément de P(L(c) ; L(c’)) .

(ii) Il existe des entiers rationnels a , b tels que a ~ 0, et et

En fait, on peut remplacer L(c) dans (i) par une partie A telle que les élé-

ments de L~c~ ~ A soient de degrés sur Q bornés dans leur ensemble. La démons-

tration s’appuie sur la propriété suivante. Soit ~ l’extension valuée

saturée ~ de ( Q , envisagée dans ( 1-1.3) muni de la 0-topologie associée.
Soient, pour l nombres premiers p , .. , , p les extensions valuées saturées

03A9i =  de désigne la valeur absolue p.-adique usuelle
et soit E l’espace topologique produit 03A90 x Q x ... x n . Plongeons

Q == jQ suivant l a diagonale Q -.-? E , alo rs pour t out ~ ~ b ~ > 0 , on a

où les DPi sont des parties de Q dont on retient seulement la propriété

On se contente alors, dans un premier pas, de montrer que si g est une trans-

formation polynomiale à coefficients rationnels telle que l’ensemble

ait une infinité de points d’ accumulation dans ~ , alors g est linéaire, Puis,
on utilise le résultat bien connu que, pour tout polyn8me F de P ( Z , Z~ , il

existe un polynôme g(X) à coefficients rationnels sur Q tels que

pour factoriser P sous la forme (g1 (x) - Y) ... Y)? (X , Y) , ou les
~(x) sont linéaires et à coefficients rationnels. Si aucun des ~. n’est à coef-

ficients entiers, en utilisant ( l) on obtient P.. dans PQ(Z , Z) . Ceci mène à

l’existence de gk(X) == a. X + b. , à coefficients entiers et des choix successifs
convenables des 5 et 03B4’ assurent pour l’un de ces g- la majoration

|ak
|
c  c ’ .



2. Stabilité algébrique et les " P-V éléments" de Bateman - Duquette.

Soit L = le corps des séries formelles de Laurent muni de la valeur ab-

solue à l’infini ( 00 ,prolongée à L . Désignons par S l’ensemble des 

entiers algébriques sur tels que |03B6|~ > 1 et  1 pour tous les

autres conjugués de ~ sur k(x) . Alors, on a le théorème suivant.

, B

(2~l) THEOREi’IE. - Les deux propositions suivantes sont équivalentes :

(i) P(X , Y) est élément de P~/~x(s ? s) .
(ii) Y) admet un facteur irréductible

dans tel que d~ q. > pour tout i = 2 , ... , m .

Il est facile de voir par les polyg8nes de Newton que (ii) entraîne (i) . La ré-

ciproque s’obtient en faisant intervenir les 0- et O*-toplogies, de la manière
suivante :

Désignons par N un ensemble de valeurs absolues non triviales sur K = k(x) ,
triviales sur k , non équivalentes entre elles, et possédant la propriété

où est le sous-anneau de K des entiers pour B 1 . N ne contient pas

j |~ . Envisageons K = 03A9 comme l’extension valuée saturée 01 (resp. Q ) de

(K ,N) (resp, de (K , {| |~}) , et munissons 01 (resp. 03A9~) de la topologie
hilbertienne correspondante. Notons alors E l’espace topologique produit 
et plongeons Q dans E suivant la diagonale rr : Q -~~> E . Notons encore At

les points d’accumulation d’une partie A de E . On montre alors le résultat

suivant.

(2.2) Avec les notations précédentes, on a :

(a) Pour la 0-topologie sur C~ ~ M’ est égal à la clôture intégrale a de

k[x] dans 03A9 .

(b) Pour la 0-topologie sur ~~ , E’ est égal à la cl8ture intégrale il dans
Q de l’idéal premier associé à ( ) 

~ 
dans 

(c) Dans E, (-n(s) ) ’ = ~. x 

Notons au passage que (c) utilise le fait que est hilbertien ~ 2~.

Voyons brièvement comment utiliser le lemme de manière profitable. Soit p(X, Y)
vérifiant (i) ; on peut supposer que P(X , Y) = P~ ... Pi ’ où les Pi sont ir-

réductibles sur k(x) , à coefficients dans et de degrés non nuls en Y .

Soit E > 0 (avec c  1/2 ). Construisons dans une suite de points

w. = (u. , v . ) pour i = 1 l... , (j6 + ( (7 entier > 0 ) telle que les u.i i -~ 1



soient dans distincts deux .a deux, et les v. vérifiant 1-~vi-vi|~ 1
~- 

’ ’" J ro

pour i ~ j . Notons B. J l’ensemble des a ~ S tels qu’il existe une solution de
p. (a , Y) = 0 dans S . :Dans E , on a (03C0())’ == et par le "prin-
u *"’*- u

cipe des tiroirs" l’un des (03C0(Bj))’, disons contient o éléments w.
que nous pouvons supposer être w ~ ... ~ w . Posons 
avec

On peut supposer les polynômes pj(x , X) en X premiers entre eux (à coeffi-
cients dans k[x]j ). Dans Q les u. (i = 1 ,..., ci) sont des points de

~-condensation de et toutes les racines de Y) = 0 sont dans SL

sous réserve d’exclure un nombre fini de points dans B’ (1-3.2 théorème). 0n en
déduit alors que X) est en fait constant en X et peut être finalement

choisi égal à 1 . D’autre part, dans 03A9~ , les vi (i = 1 ,..., a) sont des

points de 4F-condens at ion de B0 et sauf pour un nombre fini d’entre eux ( que l’on
peut écarter d’avance) toutes les solutions des Y) = 0 ’ sont dans n .

Prenons j > nj , et regardons les h.. (3:) comme les inconnues du système
J j ~ -*-

où les y. i sont dans 03A0~ . La résolution de ce système permet de majorer
h .. ( x) ) p ar ( 1/(1 - ~))( (nj+1)(nj+2) )/2 q ui assure finalement ) h . , x  1

et les h.. sont donc des constantes . Ainsi P(X , Y) admet un facteur irréduc--

tible de la forme P 0 (X i Y~ -. Y~ + p 1 (X~ Ym ..1 + ... + p m (x~ , 1’ étape finale se
f ait en remarquant que B~ r~ ~p 

0 
n’ e st pas vide .

3. C as des ensembles 0398(K) .

Soient m , n deux entiers :> 1 , K et L deux compacts de C (notation de
( I-1.2)), et f une transformation rationnelle à coefficients dans Q . G. RAUZY a

établi [ 6], pour m  n , l’ équivalence des deux propositions suivantes :

1i~ c: 

(ii) et f est un polynôme à coefficients entiers.

En utilisant des 0-topologies et des topologies hilbertiennes sur Q , on montre

~ 4 ~ le ré sult at suivant.

(3. l) Soient r , s deux entiers  1 , K , L deux compacts de
’ 

’ 

’ 

/~ 0

(5 . Supposons r : s ; alors tout polynôme P(~ , Y~ dans f~ (~~ (x) , ~~ ( ~) )~ ~ ~ ~ 
’ 

p 
2014**~***~ ..~. ~ r s

admet un facteur absolument irréductible de la forme

tel que
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(a) Les sont à coefficients entiers algébriques ;

(b) Si i -- d~ (~. ~ , al o rs 

(c) Q(X , Y) est élément Q(K ; L ) .

Si de plus r = s , alors les q.(X) sont à coefficients entiers rationnels.

Ce théorème est une extension de celui cité de . G. RAUZY. D ’ autre part, tout

comme dans le cas des fractions rationnelles, si r  s , l’ensemble

)

est vide* Remarquons enfin que ce théorème soulève le problème de la détermination

E) pour des compacts X et E 
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