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FONCTION GENER..TRICE ET CONGRUEREES
(APPLIC,TION /UX NQWBRES DE BERNOULLT)

par Daniel B/\RSKY
/ ’
RESUME. - On montre que la fonction gén¢ratrice des nombres de Bernoulli générali-
sés relatifs au caracteére y

FX(X) = Z@O Bn’x X",

esty pour tout nombre premier p , un ¢lément analytique au sens de KRASNER sur un
quasi-connexe de .Ep contenant 1'iddéal maximal de .Ep e On détermine les parties
singuliéres de F  relatives aux différents trous du quasi-connexe. Ceci permet,
via le théoréme de Mittag-L8ffler p-adique, de retrouver la théorie de KUBOTA et
LEOPOLDT sur les fonctions L p—adiques des corps de nombres abéliens tatalement
réelse. Puis on étudie la fonction généra‘eice

JX(X) =En21 nte  x,
on montre que, si yx n'est pas le caractére trivial (resp. si Xg est le caracteére
trivial)y J (respe J (X) =uJ (uX) o0 ueZ et u=1 nod(p) ) est en—
core un élémént analytiaﬁg sur un égasi—connexe de'igp contenant son idéal maximal.
Ceci permet de montrer, via le théoréeme de Mittag-LOffler p-adique, que les fon—
tions L p-adiques sont liées a l'algébre d'Iwasawaes La méthode employée est en
fait une interprétation p-adique de la méthode de Kummere Elle se généralise aisé-

mente
Notationse — Soit p un nombre premier, N, 2, Q, Zp y Qp ont leur signi-
fication habituelle [1], Cp est le complété de la clture algébrique de 4gp-' La
valeur absolue p=adique sur Zp ’ Qp ’ Cp , notée |.| , est normalisée par
Ip[ =:p-1 « On désigne par ¢ et p des nombres réels positifse On note, si
aecC
~p !

B(a p)— = {X e,gp ;s |x-al < ¢} (resps B(a , p)+ = {X G,Ep : X = a < p})

la boule ouverte (resp. fermée) de centre a et de rayon p « On pose

<X)=L’LX-1) oo (x—n+1)
n ' ¢
n!

Si B C‘Ep‘, on note H(B) (resp. HO(B) ) 1'ensemble des éléments analytiques
sur B (respe. nuls a 1'infini si B n'est pas berné), c'est-a-dire le complété
pour la norme de la convergence uniforme sur B , nctle | HB , de l'espace des
fractions rationnelles de ‘Ep(x) sans pdles dans B . 51 m et n apparticnnent



21=Q2

3 N, onnote (m, n) le plus grand commun diviseur de m et n

Introduction. — Les nombres de Bernoulli, B%'X s Telatifs au caractere de Dirich-
9
let modulo f , x , ont pour fonction génératrice de Hurwitz [7],

N _ X £ x(a)X exp(aX)
E'X(X) = Z@O Eﬁy,x Y -Xa=1. exp(£fX) - 1. °

On note le caractére triviale On a B =B , n-iéme nombre de Bernoul-
XO n ’XO m

1li ordinaire. On sait que, si L(s , x) = Zn>T x(n)n—s est la fonction L complexe

attachée au caractére yx 4, L(1 —n , x) = -Ek\x/n: pour tout entier n:e N*
9. ~

Vd
(M* = & — {0}) « KUBOTA et LEOPOLDT, suivis par de nombreux auteurs (cf. [11]),

ont montré que, pour tout nombre premier p , la suite
n—1
| — =\ n 1 - p.) = -\1' -
m—> @%hx/ ) (. x®p ) Lp (i =n, x)

est, pour ne N , n=0Q mod (p - 1) , la restriction d'une unique fonctiorn:
Lp@s_, X) s méfgaorphe dans le disque E(1 , p)~ de ‘Ep g QU @ = p1_m/(p-m) si
p>2 (respe p =4 si p=2), avec pour seul pdle simple le péint s = 1 avec
résidu zéro si x # Xo et —-p-m si x =xqg * Puis ces auteurs ont donné une
expression de Lp(% y x) analogue & celle de L(71 , x) connuedans le ca$ complexes
Ultérieurement, IWASAWA a montre que Lp(s y X) appartient a "1l'algébre d'Iwasawa"

s=1

si x # xg et (py f) =1 4, et que (u - 1) Lp(s . XO) appartient a "l'algébre

d'Iwasawa" ol u e‘zp et |u-1]<s p—m (1] et [7]e
Nous montrerons que
F = B X
(X =T 0B |
-1 f SN0 S D i ntx"g" .

Nous en déduirons immédietement que F  est un élément analytique sur un guasi-
connexe de 'Ep contenant B(O , 1)  « En étudiant la décomposition de FX en.
somme de ses parties singuliéres rela tives aux différents trous du quasi-connexe
(théoreéme de Mittag-L3ffler p-adijue [1] ou [10]) nous montreTons que

6 () =3 B  (1-x(®") K

est un élément analytique, pour tout entier k , sur

k
1 p =1 k=T +
Y = - i 1
o = G~ T U Bl e ey T
nul 3 1'infini. Ce Tésultat nous redennera grice au thécréme de Mittag-LBffler p-
=1 ; ~1 . s
adique le fait que Lb(1 -n,x) =0 B“}XK1 - x{p) pn ) est la restriction,

pour n=0 mod(p = 1) , d'une fonction méromorphe sur B(% , ¢)” n'ayant qu'un

2
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pdle simple en 1 avec résidu zéro si g #;qj(resp. résidu 1 - p si x =-XO) .
Nous montrerons ensuite que si y # Xg * (p v £) =1,
- , -1 _ ~15 ni X" )
I, (%) =251 L1 -y XX = £ “n30 °n T = X) +es (1 = 0X)

. . . - -1
ou a, E‘Ep et lan, < 1 , respectivement que, si u e‘ép et |u - 1i.$ p s

1

uJTXO(uX), = () =2 (8 = DL (=, )X

_ Y a n1x”
- n20 n (1 - X) L IO ) (\1 - nX) !

Q

ou a, dépend de u et a, e‘%p « Ce qui nous redonnera le fait que Lp(s ’ x) ’
si x #'XQ et (f , p) =1 appartient 3 "1'algébre d'Iwasawa" généralisée (resp.

que (us—1--h)Lp(s ’ XO) appattient & "1l'algébrd d'Iwasawa")e.

La méthode employée pour obtenir ces résaltats est en feit une interprétation p-
adique de la méthode de KUMMER [9]. Elle est fondée sur un analogue formel de la
transformation de Laplace et sur le théoréme de Mittag-Lldffler p—adique ([1] ou
[10]) qui remplace 1l'intégrale de Cauchy pour les fonctions de variable complexes
Cette méthode est en fait trés proche de la métnode des mesures p-adiques de Katz.
Elle peut s'empleyexr dans d'autres cas, par exemple : nombres de Bell L4] et

nombres de Bernoulli-Hurwitz [5].

lie Fonction génératrice des nombres de Bernoulli.
N\M\M‘WMMMNWWVVW

Soit  un caractere de Dirichlet de conductaur fX = f « On sait que [7]

~ n ’ aX.
F(x) =5 B X oo xalXe™
X n>0 "nyx n! a=1 _£X

Transformons le troisiecme membre ; il vient

1 £X

E 0= @) e - 07 og(1 - (1= &™)
X \n-1
= - Z:.—.m x(a) ™ 2@1 = —Fen ) ’

la derniere série convergeant X-adiquemente. Considérons le E%;—endomorphisme, £,

de Eb[LX]] continu pour la topologie X-adigue et ¢ éfini par

~ N
X e
f(X) =Zn>0 an E-!-ESPU_)(_U

(une telle série s'appellera une série de Hurwitz),

_ . - _ s L
f(X) “f(f) /\)(/ =Ln>o‘.on X (Ci. L"’J) -

d

Remarquons que, si k elgp ’

e(e®) = (1 - w7,
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si £(X) =Zn21} an(\Xm/n!) s alors

~

) =3 0 e X

On a donc
= _ : n _
f(FX),(,x), ‘ano Bn.x X' = FX(X)
et
‘ -1 <f -1 aX fX\n-1
E(X) =- £ 2 x(@) 2 a7 (1 - ™)),

car £ est continue X-adiquement. Donc

F (X) = - £t Zﬁ:m x(@) 2 (m+ 1)~ Z; o - 1)k Pk~ (a + kE)X)""

soit finalement

.yN n
(- 1:)n mX f

! -1
ME W =" T %) 2 T T 0 0 e =G 0

PROPOSITION' 1w — Pour tout nombre premier F(X) =2 B X% estun
ou P Py X( ) 0 B,y est un

élément analytique sur B(Q , 1)~ C'Sp .

C'est évident sur la formule (1) En effet,

. -1 .n
x - = vee - - =7 im. ] - £ 1 = U
iy eB(0,1) (1 = ax) (1~ (a+nf)X) | =1 et Lim I(n + 1) n .

donc EX e H(B(O , 1)7) «

Nous allons montrer que F  est un £€lément anlytique sur des quasi-connexes

stridement plus grands que é(C‘, 1)7 .

-k —k~=1

s inf o (1 =n0) | <p7 7,

~

LEMME 1. - Soit X € gp . X =1, tel que p

k e N, alors

X" : Ko - k
g(m - X) ?.F (1 _,nx)l S ILn/(p 'x‘)J!'p Ix, )

ou [p] est le plus grand entier inférieur ou €gal a p .

-1 -1k N : <
Posoms X =m 4+ xm p , ou mebN, X e‘Ep —'%p, et 0<x< 1 . Donc

= ] .

(1 = X) eee (1 = nX) = m—n(m -1 - xpk) eee (m: — n‘-—nxpk) ’

~k~1
or m-n - nxpk >p k Iml s donc

C e ook
[(F =X) ee (1 =nX) | 3 P~ (™ p-(Ln/(pIXI)] +eeo +[n/(p" XDD)

donc
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ey | < o] R XD ]

r+1
P

~

Py . . T
LEME 2. - Soit X elgp y tel que 1nanN1(m - nX)' 2% et p & IXI <

pour T € N (resp. [X| < 1), alors

n
ni X - T 9 - T+
1(1 ) ... (h=nX) | < |tn/p" 2t | p° /™17,
N . | ’ ann
ou 6 est un nombre rcel tel que 0<6 <1 (respe ,(1 X) - = nX)I < In!I) .

On a

[ =X) eee (1 = nX) | = [X ‘n-[n/p] ,pxl[n/pl—[n/pz] |prx'[n/pr]—[n/pr+1] .

D'ou le résultat en posant IXI = pHe avec 0£6<1,
Remarquens que, dans les lemmes 1 et 2, si k. < kO: etr< o ¢ alors la dépen—

dance de la valeur absolue est de la forme p—cn , OU C est une constante réelle

positive non nulle.

, -~ N . n
b . - - (&) = 3 -
THEOREME 1 Pour tout nombre premier p , FX(X) ano Bn,X X" est prolon

geeble en un élément analytique nul 3 1'infini sur

k .

= p-1 p -1 gkt pfm  n-l-k - N

Cp’k ~p U =1 Un)O U =0 B( pn » P f‘ kells
autrement dit F € H.(C o
men 1 X O( psk)
Posons
n .n
=7 niX" f

E (X a) "‘Zn;O (= 1% (a e )7 (1T = aX) see (1 - (a + nf)X) !

donc EX(X) = 2221.X(a) Fx(x s 2). « Effectuons dans FX(X , a) le changement de

variable X = Y£~'(1 + a¥f 7. si X e Coo ©F [X| > 1, alors
k.

£ |v| <

~

al

et

- ; 1= X -k-1
inf_ 1 - nY| = inf__ | %ﬁafagf) | > p infy, o (lal) o

~ ~

-1 . g 1)
On remarque que l(n + 1) 1| < p”(n+1) s o0 4(n + 1) = [lolog(;) ] 4 et on

applique les lemmes 1 et 2. Ce qui prouve que F e H (¢ ) .
X O p,k

On pourrait montrer le théoréme 1 (sinsi d'ailleurs yue les lemmes 1 et 2) en
utilisant les résultzts généraux d' ALICE sur les fonctions localement analy#i-

ques [2]. En effet, on peut remarquer que

O D e Eoever i ey v M DI CRORE WIS G OOl
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ce n'est donc pas autre chose que le n-iéme coefficient d'interpolation sur la

base normale des pgolyndmes (z) de la fonction de Ep dens C ¢

t—> (1= (a +tH)X)" .

COROLLAIRE 1. - FX est une fonction analytique sur Ep - Z;1 . En effet,
=
> =C -1
Uk;O Cp,k ~p ~p

et pour tout entier k , Fx est un élément analytique sur Cp K [1] ou [10].
sk

Rappelons que, d'aprés le théoreme de Mittag-L8ffler p-adique [1] ou [10], tout
élément analy tique sur un quasi-connexe ep stécrit de maniére unique comme la

somme de ses parties singuliéres relatives aux différents trous de Cp . Considé~

rons le quasi-connexe

= B0 , 1)t - P!

. =1+
1=1 B(l sy P ) 2

pro

les trous de ®p,0 sont les boules B(i , p_1)+ s pour 1T€£igp-1, et le trou
9

a 1ltinfini 'Eb -B(O , 1" que 1'on notera B(= , 9—1)+ « Dtaprés le théoreme 1,

EX est un élément analytique sur @p 0" Notons F la partie singuliére de
$

X150
F-  relative aw trou B(i , p—1)+ sy 1€£i<p-1 ou i=wo, elle est caractéri-

X
sée ([1] ou [10]) par le fait que FX —-FX ;.0 estun élément analytique sur
t Ak |
. =T\ +
(Bp’o V) B(l y P )

COROLLAIRE 2. - Pour tout nombre premier p , la partie singuliére de F , Tela-

tive au trou B(di , p—1)+ sy 1£is<p-=-1 ou i=w, duquasi-connexe @p 0!
®

a pour expression

P00 T x(@) Gogm e 07 R0 (- (e k00T

. . . . . - . -1
ou Zi désigne une sommation sur les entiers k tels que I(a + kf) 1 —-1| <p
-1 ..
si 1 <i<p-1(resp. sur les entiers k tels que Ia + kfl.s p si i=o)

En effet, on reconnait dans la quantité Zi(t)(- 1)k (1 = (a + kf)X)_l le

~ 3 . 3 - ~ x
n-ieme coefficient d'interpolation [2] sur la b-se normale des polyndmes (n) de

la fonctiocn de Ep dans ‘gp R — fx(t) = (1 - (a + tf)X)—1 Yi(t) ou Yi(t)

. =1 L
est la fonction carsctéristique de la boule de zp de centre (1 - ia) fi si
[(1 - ia)—1 fi| <1 et 1<i<p- 1 (resp. la fonction:identiguement nulle si
[(1 - ia)—m £i| > 1) et de rayon Ipf—1| , si i=«, c'est la fonction caracté-
. -1 -1
ristique de la boule de ‘%p de centre - af et de reyon lpf I(Jal < Ifl) .

I1 est clair que cette fonction fx(t) est analytique sur toute boule de centre

p 4 E.Ep et de rayon Ipf—1l . Elle est donc lecczlement analytique au sens dYAMICE

[2], de rayon dfanalyticité locale lpf-1| y €n outre



2107

£.(t) | =
suptes(o,1:)+ Supxaa(o,m)' ()|

(ici ¢t G.Ep car on peut prolonger de maniére évidente fx(t) sur B(O , 1)+§§p)o

Alors, d'aprés un résultat général d'AMICE [2]

‘ZZ (D) (= D% (1 ¢ (@ + k)07 < et tﬁ,—m ™o
B{Y,1)
D'aprés les inégalités de Cauchy [1], si

5, (D050 - @ x0T =P (00K,

alors P_(X) € (p 7P (mlpf™ [11)Z,[X] + Comne, pour 1<igp=-1 ou i==,
. T
Il ., > [pe~" [P
~’p- \Lyp
on en déduit que
lim i (- -1)™ (rn+1-)—1'P Q! =0
mM—c0 | ¢ ' m m ”C —B(i p—1)+ *
’\’p - LB s
Donc la fonction
_ =h f -1 5% 'm k -1
Fx,i,o(x)* =~ f Za=1; x(a) szO (m+ 1) Zk (k)( 1% (1 - (a + k£)X)
. s . -1+ . . .
appartient a Hoqu ~B(i, p ) ) s en outre il est facile de voir que FX "Fx,i,O

=T+ . . e .
se prolonge analytiquement sur B(i , p ’) . Donc, dtaprés l'unicité de la decom-

position en parties singuliéres du thdoréme de Mittag-L&ffler p-adique, on en de-

duit que F est la partie singuliére de FX Telative au trou B(i , p )

X»ivo
On pourrait par le méme raisonnement donner les parties singuliéres de F
relatives gux trous du quasi-connexe Cp K *
9

COROLLAIRE 3 (Von STAUDT - CLAUSEN). -- Bn est p-entier si p - 1 ne divise

pas n et pB = (- )P mod (p) si p -1 divise n.

-1 mod (p) et

1]

En effet, compte tenu de ce que (p — 1)!
(h=X) eee (1= (p=1%X) =13 mod (pZ[X]) »

. n
Fxo(x)- =2 150 B_X

-1 X"
i D G B G ) IR T Ry o)

+ (- 1)P xp'1’(1. -xp"1)“'1'
s (= 1212 P P2 ea (RZIX]) »

D'ou le résultat.

On peut aussi obtenir 3 partir de la fonction généreztrice FX d'autres con=— -
O
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gruences classiques sur les nombres de Bernoulli.

2+ Etude de la fonction génératrice des nombres de Bernoulli.

Nous allons donner une autre farme pour les parties singuliéres de F  relatives

. ‘ X
aux trous de Cp K qui nous redonnera la théorie de KUBOTA et LEOFOLDT,.
9
On a 1l'identité évidente suivante
F () = Z§=1 x(a) xe¥X(eF* —1)7" < P 1 x(e) X (P Koyl kKeN .

On en déduit facilement que, pour tout entier k elﬁf ’
= -1 = 1ps aX, p x -1
E (X) - p " x(p) F, (pX) =27 3 x(a) xe (P )T,

] .
ou Z% désigne une sommation sur les indices a tels que (a 4, p) =1 «

Aprés transformation de Laplace formelle, il vient

- - o n=~l,
(2): GX(\,X) = FX(.X)., -p  x(p) FX(pX) =250 Bn’XU- x(®) PT) X
1K _ yyn kn
= -pEg Zal:mf x(a) Z@O(r’ 0% (e )7 —niX_p fn .

(1 —aX) see €1~ (a + pk £n)X)

Montrons que GX est un €lément analytique, nul a 1'infini, sur

p=1 ph 1 ~h-1.,+
(Dp,hi__.gp -Ui=1 Um::O B(i+pn,p ) helN.
On peut supposer, sans perte de générzlité, que Ifl =1 pour le lemme 3 seule-
mente
LEMAE 3o = Si (asmw) =1 etsi k>h,
n -1 Xn fn pkn(n!) ]fn(ni) p(k-h)n‘ h
= D (n o+ 1) : o s [HelE et
(1! - aX) cee (1 - (a + p fn)X) p,h
Si (a ,p)=1 etsi k<h,
n .n kn n
- i : f (n! h
”(_ 1')n (n + ,]') 1 X f o) (n.) < | (n ) I .

k ] I ! ~ k P
(1 = aX) eee (1 = (a + p fn)X) psh (n + 1) ([n/p 1)

La démonstration est immédiate. Doncy; dans tous les cas,

x" £" pkn(n!) I
K 0 .
(1 = aX) eee (1 —(2 +p £fn)X) p,h

. I(_ n "—1 =0 o
llmrl (= 1) (m+ 1)

Comme le degré du numérsteur est inférieur strietement 3 celui du dénominateur,

on: en déduit que G est nul & 1'infini sur & .
X psh

THEOREXE. 2. - Pour tout nombre premier p , pour tout entier h el ,
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: -1 . ~1
G (0 =F (X) =97 x(p) F (X) = 258, (1= x(p) P )X

. . ; 2 =T
appartient 3 H (@ ) et |G| <P h+1lf 11 .
Ps
Clest immédiat d'aprés la formule (2) et les inégalités du lemme 3. On peut aussi

montrer la derniére inégalité en remarquant que

n n kn

- 1" n'X f p = n ‘-1‘j1:~a+k'x’1‘,
- (1 = aX) eee (1 = (2 + p* £0)X) 3=0 () (=17 (4 = (a + p" £3)X)

Ce théoréme est le résultat-clef pour 1'étude des nombres de Bernoulli. Grice au

théoréme de Mittag-Ldffler nous obtiendrons les résultats de KUBOTA et LéCPOLDT.

PROPOSITION 2. = Pour tout nombre premier p ,

(= 113 X" pn £"
n+1 (1=-aX) .o (P = (2 +pfn)X)

f
a

P~ x(p) FX(Xp) - To% 2", x(ap) Zh;o

=1 <f ) =1 <* /n k ) =1
= g x@ I o (e DTE (DT (- (a2 KEX)
N * . -1
ol Zk désigne une sommation sur les entiers k = —af  moa{p) si |a| < |£]
(sinon sommation vide).

La premiére égalité est évidente, la seconde provient de la propositinn 1 et de

l'unicité de la décomposition en parties singulidres du théoréme de Mittag-Ldffler
p-adique.

n—1)

THéORENE 3e —= Pour tout nombre premier p , la suite n — Bn X(1 —'x(P) p
b4

esty pour n=3j mod (p-1), 0L j<p-1, la restriction d'une fonCtion

- ‘ —a0e fonttic
9,,,(¢) analytique sur le disque B(0, p,)” =Cp» 0L o = p' /P g

P =

Si x £Ayxg ousi j A0, gj,x(O)=O,si X =xg €t 3 =0,

QO,XO(O) L

Puisque G- € HO@)p O) , le théoréme de Mittag-Léffler p-adique permet dtécrire
X )

de maniére unique :

6 (x) =2"la, (),
X i=1

isx
-1+ .
u G, H.(C_ - B(i G -G, se prolonge analytiquement sur
ou 1,x € Ova (iep )), Y 1,x p ge
. ~-1,+
B(i,p ) et en outre :
sup |G, | » = UCGjig -

La formule (2) permet m@me de donner une expression explicite des Gﬁ 5 °
]
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: s -1 \ . . .
Comme. Gi,x € HbQEp -B(i, p )+) s elle posseéde une représentation unique sur

Ep - B(i , pf1)+ sous la forme

_ S * n-.] . -1 -Nn
%ﬂﬂ)—%gwamm (-1 x).

Donc d'aprés les inégalités de Cauchy et le théoréme de Mittag-L3ffler, on a

G, = \ n £ .
| 1'Xu9p-3(i.p'1)+ Supn?1|)i,njp sple |

donc [A. | <p f-m]

i,n

—n+1 I

Donc, en développant,

. _ n=~1l, _ 1 .~n m+n -1
B mxel et = A Zprt Ml nog )

Considérons la suite de fonctions

_ a=(p=1) s (p - Ns +m - 1 . .
m == fi,m(s) = (1 ) Ai,m( M- 1 ) o Tsisp-1.,

Pour chaque m fixé, c'est une fonction analytique sur la boule B(O , pp)—

. . =1 -1, . .
si p>2 (vesp. sur G, ), o p =p VI i p> 2, respectivement
Py = 4. (cf. [2]). Cette suite de fonctions analytiques converge simplement vers
) . . s +m= T, _ ~(p-1)s .
zéro si lim_ lhi,m& o1 Y|=0, car |[i | £ 1+ Il suffit que
. —m+1 m="1 .
- 1)y = < . <
lim P s | [(m = 4)1] =0 et donc que |s| Po si |s| < p Py

la convergence est uniforme sur B(O , p). , et par conséquent d'aprés des résultats
généraux [1] sur les limites uniformes de fonctions analytiques, on en déduit que
fi(s) =3 1 fi,m(s) est ume fonction analytique sur B(O , pp) « On en déduit

que la suite

(p—T)r+3) ou relN et 0Lj<Lp~-1,

r —> B (1 =x(p) p

(p=1)r+j o X

: 1 =3 _

est la restriction 3 N de la fonction gj'x(s) = §§_1 179 fi(s) qui est analy-
~ , =

tique sur B(O0 , pp) . Le reste du théoréme découle des propriétés élémentaires de

BO,X L7

PROPOSITION 3.

k
n-1 . -k -1 Jp f -1
- - = 1 - aX
GX(X) Z%BO Bh,x(1 x@) p ) llmk e P f §;=1 x(a)( aXx) ,
la limite étant uniforme sur @ pour tcut entier h 3> C .
p,h

En effet, d'aprés le théoréme 2, on a uniformément sur @p h et pour tout entier
9
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 } k -
G (X) = - p £ EPE x(a) (1 —an)™
- k f
- 3P f . p_iX
=1 :(2) (1 = ax)(1 = (a + p° £)X)
oK _ iy knoen
- e LRI @) 2, D e )T X p L

rappelons que Zg désigne une sommation sur les .a tels que (a 4, p) = 1 »

Or, dtapres le lemme 3, le troisiéme terme de la farmule précédente converge

uniformément sur ®p p vers zéro, le second terme converge uniformément sur
9

k
t -
Qp p Vers 2%81£ (a) (1 - aX) 2 qui converge uniformément vers zéro sur ® h
9 =n

,h.
lorsque k +tend vers + « , car

-2 - »
x(a) = y(a + f) et [(1 = aX)™ = (3 —at X) 2],S la - at p4h si xe @p h
*

On a donc, uniformément sur @p hot
?

p K E?pkf x(a)_

GX(X) =1 a=1l 1 - aX *

1mk——>w

COROLLAIRE. - On _a, uniformément en n ,

k
_ n-1, _ .. ok -1 Spf
Bh’X(t x(p) p ) =lim__ -p " f 1 x(a) a .
Ceci découle de la proposition 3 et des inégalités de @auchy sur B(0 , 1)~

appliquées a GX . Le lien est donc fait avec la théorie de KUBOTA et LEOPOLDT
(71,

3. Fonctions L _p-adigues.

Les résultats de la premiére partie vont nous servir a montrer l'existence des
fonctions L p-adigues des corps de nombres abéliens totalement réels. Puis nous
montrerons directement que les fonctions L p-adiques existent et qu'elles sont

S

lides a "1'algebre d'lwasawa".

/ N
THEOREE 4. - Pour tout nombre premier p , il existe une et une seule fonction

Lp(s » x) méromorphe sur le disque B(1 , pp) y OU pp = p1—1/(p_1) si p>2,
et Py = 4 , telle que

1

(1) L -n,y=-n"5 (1-x{ p"") pour n e (p - 1N .

(ii) Cette fonction & dans B(1 , pp) un seul pdle simple pour s = 1 avec

résidu zéro si x £ xy s et résidu 1 -p si X =xq °

Ceci découle du théoréme 3 et du principe de pmolongement analytique. Nous

s=1
allons montrer que Lp(s 'y X) » X # %o 0 €t (f, p) =1 (resp. (u - 1)Lp(s,¥3)
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ou u € zp et lu - 1|-S p—1 ). appartient & "1'algébre ¢'Iwasawa". Nous utilise-
rons la définition suivante de "1'algébre d'Iwasawa™ qui est une trés légere géné—

ralisation de celle de SERRE [11] pour des raisons de commodité.

DEFINITION 11. - "L'algébre d'Iwasawa" L ect l'ensemble des limites uniformes

pour s E.Ep des combinaisons linéaires finies d'éléments de

: . . -1 .
UH‘= [u,c‘zp', lu-1]<p }] si p>2

(resp. de H& = {u e 22 $ Iu —-1' < 4-1} si p =2) 3a coefficients dans A.p
[ i ° .
anneau dec entiers de G,
Cette définition équivaut 3 dire que g € L si, et seulement si, sa fonction
génératrice Zn>0 g(n)X" est la limite uniforme sur B(O . 1) C‘Qp de combinai~-

sons linéaires finies & coefficients dans Ap de fractions rationnelles
(1-w)™, o u € Uy (resp. uel,) si p>2 (resp. p=2).

Cn_supposera désormais que le conducteur de x est premier 3 p, (f, p) =154

La fonction génératrice de Hurwitz des 0! Bn . (n > 1) est
9

n-1
aX fX =" -1
3‘(x)_ a1X( S N SRR

X .
By ST s x %o

puisque z:=1lx(a) =0 e

On posera
~ ~
I (X) =J (X) si #
() =3 00 sy Ay
et
I () =3 (X)-ul (Xu) , o uel, si p>2 et ue si p=2.
X0 X0 XQ %2
Apres transformation de Laplace formelle,; il vient
I =2 (=B X et 3 (x) = LD S oL P
XO @1' n,xo P|21 n’x o

PROPOSITION 4, - Pour tout nombre premier p , :.[,X est un €lément analytique

8 - ; + p=1l /. =i+
sur py0 B(O , 1) LJL=1 B(i,p )

Faisons tout d'abord la démonstration pour yx # X0 *

EX(X) =Z§=‘|_ X(a)(-eax - 1)(,efx - 1.)—1' -Z:=1 x(a) (eX -1+ 1) -1
(e =1+ 1)

T X n
- - 1 [3
T 0 an(e )" s

ou a € ép puisque (f , p) = 1 « Aprés transformation de Laplace formelle, il
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vient

nix"
T30 T e o)

JX(X) =

ce Jui, compte tenu des lemmes 2 et 3, démontre la proposition pour yx # Xq *
Si x = XQ ? alors

1 uX

3 (0 = XX - 1) L oK (e
X0

_ 1)—1

e e e (@ =1 e 1) 1) —ue® =1+ )Y (F =)
(X = (X =1+ 1) =1)

=3

X n
0 an(e —1)"
oU a dépendde u et a €2 car (ex‘—~1 + Y = (u)(eX - 1" 1a
n n ~p, ) n?O n,\
convergence ayant lieu X-adiquement, et (ﬁ) € Zp . ’

Donc, aprés transbrmation de Laplace formelle, il vient

(X)) = ntx"
Jxog ) —Zn%O N =X) ees (b =Xy °

La proposition est démontrée.

S m) L (S ’ xo) ) appartient 3

Pour montrer que Lp(s s X) (respe (1 -u
"1'algébre d'Iwasawa", on peut, soit utiliser les resultcts du paragraphe 2, l'uni-
cité de la décomposition de Mittag~Ldoffler et les résultats de [6], soit Baisonner

directement, ce cque nous ferons.

Soit alors

K (X) =3 (0 =x(p) I (x0) = I.70 x(e) (P - )7,

1
ot ) désigne une sommetion sur les entiers a tels que (a s p)h=1s
a
Donc aprés transformation de Laplace formelle KX(X) = JX(X) - x(p). JX(pX) e I1
est clair que K est un élément analytique sur @p o Décomposons, KX s par le
$

théoréme de Mittag-Ldffler, en somme de ses parties singuliéres relatives aux

d « Les trous de sont les boules
trous de (Bp,O (Bp,O

=1

- . +
B(i,p1)+ pour 1\<1$p—1,et B(m’p )

)+=£p-3(0,1 .
Soit K ., 1<1i¢g p - 1 ou bien i =« , la partie singuliére de Kx rela-
Xal
tives au trou B(i , p ) , dans ls décomposition de Mittag=Léffler. On a

K (X) = K X) + e.o + K + K X sur .
X( ) X1 ( ) X 2P Xvw( ) (Bp,O

~

On tire de la définition de K  que (P _ 1) K (X) =X Df x(2) e et,
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aprées transformation de Laplace farmelle,

(1 - pex)” KX(T—_ZE;()' - K (1) = Z;‘:f: w(a)(1 = ax)™

Lt'identité précédente montre que
-1 X
(1 -p07 K (i) -k () =

LEMME 4,
K (X)) =0 K eH(C - P WP - B(i+mp, p o )Y
,cp 9 X O Np 1 p 9 p [ ]

La premiere égalité s'obtient par dérivation successive de 1l'idendité précédente,
et mn premant la valeur de la dérivée n-iéme en zéro. La deuxiéme affirmation

pravient de ce que, dtapreés les lemmes 1 et 2,
k
L -1 . —k~-1,+
J e H (B(O s - L§;1 Lﬁ:O B(i + pm 4 p ) )

donc aussi Ky , et le résultat découle: de ce que Kx o =0«
9

THEOREME 5. - Si_le conducteur du caractére ¥ est premier a p , alors

Lp(s s X) » Iespectivement (uS—TV— 1) Lp(s R XO) , appartient 3 "l'algebre d'Iwa—
sawa",

En effet

=i n-1,.,n-7

K (X) = )X

L1 = x(p) p S 30 % 2 - D)y

Zpz1 D
A * ’ . . 3 . N
ol Zk désigne une sommation sur les k tels que k # O mod (p) , le troisiéme

membre convel@ant uniformément sur le quasi—connexe

- -k=1.+
- B(i+pm,yp ) .

QP)k i=1 =0

La démonstration est analogue 3 celle du corollaire 2 du théoréme 1. Décomposons
KX sur le quasi-connexe @p g en somme de ses parties singulieres relatives aux
?

trous du quasi-connexe,; il vient

-sP-lsp k_q X
K (x) Z 1Zm_o le n( ) 9
=k=1,+ s aes o
C H (C - B(i . D'apres Mittag-Loffler
b K (G ~B( e, 5 )T L D 9 ;
i K'i
K I 1.4 S .
Xs1sm C -B(i+pm,p —k 1)+ o,k
Or, “K]E < pk+1 , comme il d<coule de la formule donnant KX puisque
XI

Ps

|a i<$ 1, ou bien d'zprés le principe du meximum
n
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(Ll = fiK |l nB , 1)*
X8k X Gk ’
et
T T k+1
il + <3l <p
X 0,1 XQ +
0, BO:1) NLCICRD
la derniere inégalité découlant du lemme 1. Or
, . =1 y=n k+1-n(k+1),
. = . 1 - !
K’X!lvm- Zl']>1i‘ }\Xylvmyn( (l + mp) X) avec hx,i,m,n, <P ®
Donc
. =1 -1 ~k=1
K . (X)) = . T = (i +pm) X)) 'l < et |A . <1,
“ x,l,m( ) lesmom( ( pm) LB(O,1)" > P I Xoigm,yl

On a donc uniformément sur B(O , 1)

~1

k
. 1 -1 . -1
KX(X) = lim, 2?-1 P A (1 - (@ +pm) X) |,

i=1 "m=0 Ty,i,m,1

remarquons que A\ dépend de k o Donc, d'aprés les inégalités de Ceauchy,

X3lsmyl
L(1-n,x) estla restriction, pour n=0 mod (p - 1) , d'une fonction de
ltalgebre d'Iwasawa, le principe du prolongement analytique permet de conclure. La

1

, . S— ;s . .
démonstration est analogue pour (u - 1) Lp(s ’ XO) « Le théoréme est dEmontré.

Ce théoré me démontre, dans le cas (f , p) = 1, aussi l'existence de la fonction

L p-adique associée au caractere ¥ .

Remarque. -~ On peut montrer que la mesure  , associée par KATZ a Lp(s s X) 9

(us-1

respe ctivement 3 - 1) Lb(s s XO) y est la mesure wyp; , OU @, est la

fonction caractéristique dans Z de la couronne de Zp y U={xeZ ; lx' = 2},
et o v est la mesure qui a pour coefficient a ~sur les générateurs (;) du
dual @¢*(Z C) de e¥Z , C espace des fonctions continues de Z_  dans
va '¥~p Sp ! ~p) ’ p Zp
X X . . .
C_, et ((n) . (m)) =0 si m#Zn et =1 si m=n (sif e @Ep ,‘Ep) .

~p
(v¢1 , £) = (v, @1!f) y et (v, f) désigne la valeur de la mesure vy au point

£ s V E C'sz ’.Ep) )-
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