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’ A ’
SERIES THETA DES FORMES QUADRATIQUES INTEFINIES

par Marie-~France VIGIERAS

Dans cet exposé, a été donné un critére simple, pour construire des séries th8ta
attachées a des formes quadratiques indéfinies, généralisant les conditions usuel—
les d'homogénéité et de sphéricité, pour les formes quadratiques définies positi-
ves. Ce critére m'a été suggéré par EICHLER, et sa démonstration a bénéficié des
conseils de DELIGNE, FRESNEL, ZAGIER.

Soit L wun réseau de R" s et g : L = Z une forme quadratique entiere sur
> =~ c . ..
L . On définit comme en [2] le symbole de Legendre (E) » le triplet (% s N (%QL

ou N est le niveau de q et A son discriminante

Soit H 1le demi-plan supérieur. Une application f H = C est dite modulaire,

de poids %’ (k e‘ﬂ) s de niveau N , de caractére (é) si

(a) Pour tout v = (i g) € S;zgél s, c=0 (mod N) ,
FEED) @) viyder + Y £(r),  renm

ou v(y) =1 si k estpair, v(y) = Q%)(:aﬁ7—n/2 si k est impair.

(b) La limite de f(%ﬁ’:‘-—}—g)(m +d)™2 et finie quand T tend vers 1'infini,

pour tout (2 g) e SLZ(Z) .

Remarquer que f n'est pas supposée holomorphe.

n
On note Px ltensemble des fonctions p ¢ R - C , vérifiant

1* £(X) = p(X) exp(~2mq(X)) , D(X) f(X) , R(X). f(X). appartiennent a
LZ(Rn) n Iﬂ(Rn) pour tout polyndme de dérivation D(X) et tout polyndme R(X)
de degrés inférieurs ou égaux a 2 .

2° p(X) est solution de 1l'i2quation différentielle

(B =) p(X) = 22 p(X)

o) a 62 n 62

. n ; 9 2 s

ot E = Zi;1.xi Sx. est l'opérateur d'Euler et A = Zi=1 R 2 —>Zi=a+1 5 est le
i xi éxi

laplacien de q(X), et ou (XT cee xn) sont les composantes de X sur une base de

n 1-sa 2 n 2,
B telle que q(X) =325 4 %} =2y e K3l e

THEOREME. - Soit q(X) : L - Z une forme guadratique entiére sur un résezu

L < R" de triplet (% s N o ) ; pour tout p(X) e P, » les séries th8ta
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(1) o(r) =2y vM 2 p(X/M) expimrq(X)) , T =u+iv, v>0

sont des formes modulaires (non holoporphes) de poids A + (n/2) , de niveau N ,

de caractére (Q) .

Démonstration. - Le théoréme admet une démonstration élémentaire [1]e Nous allons

indiquer une autre démonstratidn, reposant sur la représentation de Weil [3].

Pour f(X) € L (R ) s les relatlons suivantes définissent une représentation pro-
jective T de s;Z(R) dans L° (R )

(3 2 £x) = V2

£(AX) ,
r(g 1) £(X) = exp(2ina(x)) £(X)
r(§ "DEX) = E(x ,=j £(X) cxp(= 2im(X, X)) d¥Y .

On note (X ,¥) = g(X +Y) - q(X), - q(Y) la forme bilinéaire de q «

En utilisant la déeomposition de (3 D) e SL,(R) en

(O a_1)<$ ) sy sLc =0

@ [
c d ]’
i 0,,0 <~ .
(o ac1 )( ) (5 ')( .) y si ¢ #0
on obtient la formule générale :

\ tal V2 exp(2tnaba(0) £(aX) sic =0

f(X
r(c ( ) l I_n/2 . ‘ 1 . g
j;p fiX) exp(Rime [ag{Xy — (X, ¥) + dg(¥)]) d¥ , si e £0

(—1 0

(remarquer 1'égalité f(- X). = ) f(X) )e Pour g,T € SLZ(R) s on détermine

un cocycle c(g 4 1) par r(o T ) = cQ; s T) T(c) r(r) « On peut le calculer en

faisant agir SLZCR) sur une fonction particuliire.

On plonge le demi-plan supérieur H dans SLQ(R) gn posant, pour T € H ,

et sl on pose F(X,6T) = vﬁk/4 r(oT) f(X) 4, on a

d(T) = ZXEL F(X ,T)‘ .

Les calculs classiques des séries thsta [ 1] montrent que le théoréme est une

conséquence de
(2) Bx , 1) = (- 0O@P2 M2, s, k= (02)

qui s'écrit a l'zide de la représentation de lleil,
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(3) =(t) rlo) £Q0 = (- i)(q-p)/z (-l':_T)—k/2 r(0~1./1-) £f(X) avec t = (3 -23,) .

Quoique T soit une représentation projective, cette relation se transforme

comme si r était non projective 3
(4) roTh, to) £, = (- DITPVE (IR s

car les facteurs c(o 4 T) qu'il serait a priori nécessaire d'introduire, sont

en fait tous égaux a 1 « La matrice c:l/T tyT appartient au groupe des retations;

en posant T = || ™ s on vérifie que
L] _ _ cos 8 sin @
o /g tOp = k(o) = (L g3 9 ces e)

et la relation (2) est équivalente a

D) : r(k(g)) £ = (- i)(q—p)/Z exp(kio/2) f .
L'égalité (5), et celle obtenue en la dérivant par rapport & 6 , prises au point
8 = - /2 sont équivalentes 2
2
(6) (a - 8 q(X)) £(X) = - 2nkf(X)

qui donne, par changement de variables, f(X) = P(X) exp(- 2mq(X)) ,

(7) (E =) P(X) = 72 P(X) »

Remargue. — Ce théoréme se généralise pour construire des formes modulaires de
Hilbert ou de Siegel.
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