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G8-01

INDÉPENDANCE ALGÉBRIQUE
PAR LA MÉTHODE DE G. V. 010CUDNOVSKIJ

par Michel WALDSCHMIDT

Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU
(Groupe d’Etude de théorie des nombres)
16e année, ~Q74/75~ n° G8, 18 p. 27 janvier 1975

En 1949, A. 0. GEL’FOND créa une nouvelle méthode de transcendance permettant de
démontrer l’indépendance algébrique de deux nombres complexes (par exemple 2~’~ ,
234). En 1971, D. BROWNAWELL et A. A. SMELEV, indépendamment, appliquèrent cette
méthode à l’indépendance algébrique de trois nombres (parmi une famille de nombres
complexes définis comme valeurs de la fonction exponentielle) ; l’un des outils de
BROWNAWELL et SMELEV est la connaissance du type de transcendance de certains corps,
c’est-à-dire de mesures de transcendance de certains nombres.

En 1973, G. V. UDNOVSKIJ obtint, par une remarquable et ingénieuse extension de
la méthode de GEL’FOND, l’indépendance algébrique de trois nombres sans utiliser de
type de transcendance. Nous présentons cette méthode, en montrant comment l’utili-
sation d’un type de transcendance permet d’obtenir l’indépendance algébrique de 4
nombres.

1. Indépendance algébrique de puissances algébriques de nombres algébriques.
Soient cy , fl deux nombres algébriques, 0, D’après

un théorème classique de Gel’fond-Schneider, le nombre 03B103B2 = exp(p log o’) est
transcendant. En 1949, A. 0. GEL’FOND [6] montra que, si 03B2 est irrationnel cubi-
que, alors 03B103B2 , 03B103B22 sont algébriquement indépendants. Plus généralement, ai
d = Lâ(~) : ~] ~ 3 , deux des nombres ... , sont algébriquement indé-
pendants. Il conjectura alors que le degré de transcendance q sur £ du corps
~ ~ ... , Q~ ) , où d = [~(p) : ~] , devait être égal à d - l (Ce problème
est évidemment un cas particulier de la conjecture de SCHANUEL). Les résultats
connus étaient donc :

Le premier énonce d’indépendance algébrique de trois de ces nombres fut donné en
1971 par A. A. SMELEV [7] :

A la même époque, D. BROMAWELL obtint des résultats généraux (voir (i~~ dont on
peut déduire (~10~, exercice 7.2.e) :

Les méthodes de Smelev et Brownawell reposaient de manière essentielle sur une



mesure de transcendance de a ; le meilleur résultat actuellement connu dans ce

domaine est dû à A. 0. GEL’FO?lD [6] (voir aussi [3]) :

Soit e > 0 ; il existe un nombre S (~ , effectivement calculable,
tel que, pour tout polynôme non nul de degré ~ N et de hauteur ~ H ,
on ait

où loga , p) ; N +logH) 

Un autre outil, essentiel à ces méthodes, était un critère de transcendance de
GEL’FOND [6]~ améliore depuis par plusieurs auteurs (voir [l0]~ chapitre 5) :

(1. 2) Soit K un sous-corps de de type fini on suppose qu’il existe
une suite d’éléments de K, de taille ~ avec Alors

le degré de transcendance de K est supérieur ou égal à 2 (L’énoncé
exact, avec les hypothèses précises concernant la suite est donné à la propo-
sition 2.l).

Une généralisation très adroite de cette méthode d~indépendance algébrique avait
permis à N. I. FEL’DMAN et A. 0. GEL’FOND [5] de donner une mesure d’indépen-
dance algébrique de 03B103B22 , quand p est irrationnel cubique (d = 3) . La
mesure obtenue est très grossière :

~

mais la méthode est intéressante : en 1971, A. A. SMELEV [8] montre comment les
idées de et GEL’FOND devraient permettre de démontrer : d  7 ==> q  3 .
Mais la démonstration de SMELEV était incomplète (voir [8], p. 96-97 ; si q , q
sont deux éléments de X ~ , de p. g. c. d. D , les polynômes q , 

2

ne sont pas, en général, premiers entre eux). En 1973, G. V. CUDNOVSKIJ [4] démon-
tra tous les résultats annoncés par SMELEV, en particulier

ainsi, quand p est un nombre algébrique de degré 7 sur j~, trois des six
nombres

sont algébriquement indépendants sur .
Une des idées de la méthode consiste à écrire le critère (l.2) sous la forme sui-

vante:

(l.3) Soit K un sous-corps de jC, de type fini on suppose qu’il
existe deux suites d’éléments de K , (l~) j~ (e~) , de taille  t , telles

e



On suppose de plus 8 et ~N premiers entre eux (en un sens que Iton précisera).
Alors le degré de transcendance de K   est supérieur ou égal à 3 .y ~L’ énon-
cé précis est une conséquence des propositions 2.1 et 2.7).

Pour déduire le critère (1.3) de ( 1 . 2 ) , on choisit un nombre transcendant x E K,

on considère 8N et comme des polynômes en x à coeff icients dans un sous-

corps de K, et on applique (1.2) à la suite des résultants 03BEN de eN et TTLj
par rapport à x.

Nous présentons la méthode de UDNOVSKIJ sous une forme générale (en suivant le
plan du chapitre 7 de [~10]). Nous montrons ainsi comment on peut obtenir, grâce à
un critère de Brownawell (lemme 2.2) et à la me sure ~ ~ . Z ~ ,

A la fin de son article [4], UDNOVSKIJ annonce avoir généralisé ses résultats
pour obtenir, pour tout n ~ 2 ,

autrement dit

(Signalons une faute de frappe dans [4], qui m’a été indiquée par UDNOVSKIJ :
p. 670 dans l’article original, en russe, et p. 397 dans la traduction, il faut
lire :

Notations. - Nous utiliserons les notations de [10 ].
Si P e ... , X ] est un polynôme non nul en q variables à coefficients

entiers, nous noterons H(P) sa hauteur (maximum des valeurs absolues de ses coef-
ficients), degXi P son degré par rapport à deg P son

degré (total). Nous utiliserons la notion de taille sur une extension de £ de

type fini munie d’un système générateur. Enfin, nous considérerons le type de
transcendance de certains corps ; ainsi; pour o’ , p algébriques (o~ 0 ,
log 03B1 ~ 0 , p ~ Q) et e > 0 , d’après (l.l), le corps Q(03B103B2) a un type  4+e .
D’autre part, CIJSOUW [3] a démontré que le corps Q(e) avait un type de transcen-
dance ~ 3.

2. Les critères de transcendance de Ce l’fond et Brownawell.

(a) Enoncés.

La méthode d’indépendance algébrique de Gel’fond repose sur un critère de trans-
cendance [6] qu’il avait démontré en 1949, et dont voici un énoncé simplifié 
5.1.4).

PROPOSITION 2.1. - Soient K un sous-corps de C , de type fini et t



une taille sur K . Il existe une constante C > 0 ayant la propriété suivante.

Soit (tN)NN0 une suite croissante de nombres réels telle que

On suppose qu’il existe une suite d’éléments non nuls de K telle que

pour tout N ~ NO . Alors le degré de transcendance de K   est supérieur ou
égal à 2.

Comme l’a remarqué D. BROWNAWELL ([1], théorème 4.3), on peut remplacer, dans la
proposition 2.1, le corps des nombres rationnels par un corps L de type de
transcendance fini sur £ . Voici la généralisation de 2.1 que l’on obtient ainsi.

PROPOSITION 2.2. - Soient K un sous-corps de C , de ty e fini t une

taille sur K , et L un sous-corps de K, de de transcendance inférieur ou

égal à T sur £ . Il existe une constante C = C(K , t , L , T) > 0 ayant la
propriété suivante.

Soit une suite croissante de nombres réels tels que

On suppose qu’il existe une suite d’éléments non nuls de K telle ueN N>N~

pour tout

Alors le ,degré de transcendance de K sur L est supérieur ou égal à 2

(b) Elimination.

Un outil très utile dans la démonstration des propositions 2.1 et 2.2, ainsi que
dans les applications de ces propositions, est le résultant R(f , g) de deux po-
lynômes f , ge C~X] ; rappelons que R(f , g) est un nombre complexe, qui est
nul si, et seulement si, f et g ont un zéro commun dans ~ .
Notations. - Soient x1 , ... , xq des nombres complexes algébriquement indépen-

On = (~ ..... x~) . ~. = (x~ ..... x ) . Pour sim-plifier, on supposera max1iq |xi|  1 .

Le but des lemmes suivants est de construire, à partir de polynômes de

des polynômes de = Z[x1 , ... , x _ ] . 
’

Voici d’abord une amélioration, par D. BROWNAWELL ([l], lemme 3.8) d’un résultat
de GEL’FOND ([6], chap. III, §4, lemme V).

LEMME 2.3. - Soient F et G deux éléments de et soit R ~ Z[x’] leur



résultant. Notons

Voici une première application de la technique du résultant, où l’on montre que
dans certains problèmes, on peut se ramener au cas de polynômes irréductibles.

LEMME 2.4. - Soit P e Z[x] un polynôme non nul de degré total  d et de hau-

teur  e h ! tel que

avec B >6 , ~> 6(q+ 1) .
On suppose que, pour tout polynôme non nul Re vérifiant

Alors il existe un diviseur Q de P , puissance d’un polynôme irréductible dans
J~~J , vérifiant

Pour q = 1 , = Z , et on retrouve le lemme 5.3.5 de 

L’hypothèse (2.5) est beaucoup moins forte qu’une hypothèse sur le type de trans-
cendance du corps x 1); ici en effet, l’inégalité n’est supposée vé-
rifiée que pour un nombre f ini de polynômes R . 

Démonstration du lemme 2.4. - La démonstration est inspirée de celles de BROWNA-
WELL [1], lemme 4.1, et de UDNOVSKIJ [4], lemme 2.

Si Q~ et Q2 sont deux diviseurs relativement premiers de P , leur hauteur
est majorée par e (grâce à 1neg 1 e

u

pour P = P1 ... Pm , Pj e voir par exemple [6], chap. HI, $4, lemme II,
ou [10], lemme 4.2.14). Donc le résultant de Q~ et Q~ par rapport à



x 
Q 

vérifie, d’après le lemme 2. 3

On majore 2d(h + qd) + 2d log 2d par 2d[h + (q + l)d] , et on utilise l’hypo-
thèse (2.5) :

Décomposons maintenant P en puissances de polyn8mes irréductibles de 

o rdonné s de telle manière que

Comme  1 et que )aj ~ 1 , il existe un entier j ,  m , tel

que

On 

ce qui démontre le lemme 2.4 avec Q = P..
J

Voici une conséquence facile, et utile, du lemme 2.4. *

PROPOSITION 2.7. - Soient P1 , ... , Ps (s  2) de s éléments de 
miers entre eux dans leur ensemble, de degré  d et de hauteur  eh , vérifian

Alors il existe un polynôme non nul de degré ~~ 2d2 et de hauteur

vérifiant .



Démonstration. - La démonstration s’effectue par l’absurde. Si un tel polyn8me R

n’existe pas, le lemme 2.4 permet de construire, pour 1 ~ j ~ s , un diviseur Q.
de Pj , puissance d’un polynôme irréductible dans ,Z[jx~ , vérifiant 

J

Comme les polynômes ... , P sont premiers entre eux dans leur ensemble,
ave c s  2 , deux de s po lynôme s Q , ont un ré sult ant R E Z[x’] non nul. Ce ré-
J

sultant vérifie :

ce qui contredit l’hypothèse.

Notons qu’on aurait pu aussi démontrer la proposition 2.7 en utilisant les déter-
minants de Kronecker ~~ 8’, lemme 7).

(c) Réduction.

Soit K un sous-corps de Q de type f ini sur £ . Alors K est une extension

algébrique finie dun corps K 0 qui est lui-même une extension transcendante pure
de £ . Si (x , , , , , x , y) est un système générateur de K , alors

et K = La. norme de K sur K~ permet de réduire les énonces concernant
K à des énoncés concernant donc à des problèmes sur les polynômes en

’*" ’ x q (voir ~~ lemme 4.2.20). Si a e K est petit, sa norme dans K..
est petite ; la réciproque n’est pas vraie en général, l’un des conjugués de 03B1
pouvant être plus petit que |03B1| . Voici néanmoins un exemple dans lequel (y e K
est petit, mais pas trop, et où on montre que la norme de a dans K est petite,
mais pas trop. La démonstration repose sur les idées de UDNOVSKIJ [4] (voir aussi
[2], lemme 6).

LEMME 2.8. - Soit § ~ ~ entier algébrique sur ~jx] , de degré &#x26; , dont le

polynôme minimal sur a des coefficients de degré ~ d et de hauteur ~ e~ .
Soient ~ ~ ~ , p,~ , ~ des nombres réels, vérifiant

On suppo se que, pour tout polynôme non nul de degré  2d2 e t de

hauteur $ exp~ 2d(h + 2qd + 1~ ~ , on a 
.......,.....

Alors il existe un polynôme irréductible Q ~ Z[x] et un entier te ls que



Démonstration. - Notons X~ + u + ... + u~ le polynôme minimal de ~
sur les polynômes ... , u de ~~] ont donc un degré ~ d et

une hauteur $: eh , et u est la norme de g sur ~~ . Comme

Grâce au lemme 2.4, il existe un polynôme irréductible Q et un entier

tels que Q divise et que

nous voulons obtenir une contradiction.

Montrons que , pour 0 ~ j ~ b .» 1 , on a

La relation (2.9) est vérifiée pour j == 0 : en effet, divise u , et le

quotient a un degré  d , une hauteur  eh+qd , donc une valeur absolue
~ (d + 

Supposons maintenant (2.9) vérifiée jusqu’au rang j - 1 , (1  j  03B4 - 1) .
Alors

Grâce à l’hypothèse de récurrence et à la minoration de )§ ) , on obtient :

on en déduit

Le lemme 2, 3 montre que le résultant de u , et de Qs est nul ; donc Q diviseJ

u. J et par conséquent

ce qui démontre (2.9 ) pour 0  j ~ ~ _ ~ .



ce qui contredit l’hypothèse.

Nous utiliserons du lemme 2.8 la conséquence suivante.

PROPOSITION 2.10. - Soient a et E des nombres réels, a > 1, 0  ~  Z , Il

existe des nombres réels c~ , c  , c~ ~ dépendant de a, E ~ x ,..., x , y ,
ayant la propriété suivante. 

--.- 

... . -...- . > . - - 

q

Soient ~t ~ , (~) deux suites croissantes de nombres réels, telles que

Soit N un entier suffisamment grand. On suppose qU’il existe une suite 
d’éléments de ... , xq , y] , vérifiant, pour tout M  N ,

On suppose de plus que le premier élément de la suite, 03BEN , vérifie

Alors il existe un polynôme non nul de taille  c1 t2N , tel ue

En particulier, si l’inégalité (2.1l) est vérifiée non seulement pour N , mais
aussi pour tout M ~ N , alors la proposition 2,1 montre que le degré de transcen-
dance de K sur est supérieur ou égal à 3.

La démonstration de la proposition ~2.10~ utilise de manière essentielle les
idées de UDNOVSKIJ [4].
Démonstration de la proposition 2.10. - On démontre la proposition par l’absurde.

Pour tout M > N , la norme sur Q(x) de 03BEM vérifie (cf. [10], lemme 4.2.20)

De plus, pour M = N , grâce au lenne 2.8 et à l’hypothèse (2.11), il existe un
diviseur Qs de puissance d’un polynôme irréductible Q , tel que



Soit c7 une constante suffisamment grande, et soit M le plus grand entier tel
que

" dès ~~ ~7 * ~~3~~5
Soit j (i z o) la plus grande puissance de Q qui divise Px :

grâce à (2.6), donc

Soit p _ 1 + ~ (y~,N t~~pN~ ~ 9 ainsi p est un entier positif tel que

Considérons le résultant R de Q~ et de S par rapport à x . Ce résultant
n’est pas nul (puisque Q ne divise pas S ), et on vérifie facilement

on obtient

ce qui contredit l’hypothèse.



3. Indépendance de exp~u..v.~ ,

Soient ... , un des nombres complexes "~.linéairement indépendants ;
soient v~ ~ ... , vm des nombres complexes linéairement indépendants. Notons

et désignons par q 1 le degré de transcendance mr £ du corps

obtenu en ad joignant à ~ les m.n nombres exp(u. v.) .
~ J

Rappelons les minorations connues de q 1 (voir par exemple [ 1 ], §1 , 
§7.1)

plus généralement, si L est un sous-corps de K de type de transcendance infé-
rieur ou égal à r et si on note dinL Ki le degré de transcendance
(dimension algébrique) de K sur L , on a

Grâce aux propositions 2.1 et 2.2, tous ces résultats sont des conséquences faci-
les du théorème suivant ([l~, théorème 7.1.6).

THEOREME 3.1. - Soit t une taille sur le corps K1 obtenu en adjoignant à jQ
~ m.n nombres (i~ i~n , l~j ;$m) .j~ ~ n)
vérifie 1 > 1 , alors il existe une suite d’éléments non nuls de K
vérifiant : 

’" 

Nous nous proposons de démontrer qu’il est possible d’éliminer un des éléments
d’une base de transcendance de K1 sur Q , quitte à élever la taille au carré.
Nous utiliserons les notations suivantes : pour £ = (j&#x26; t ... ~ ~ ) e Z~
(resp. h = (h~ , ... , h~) = Z"’) , on note 

- 1 n -

THÉORÈME 3.2. - On suppose 1  2 , et



Soit (x t ... ~ une base de transcendance de Ki sur ~. II existe une

suite d’éléments non nuls de Z[x , ... , x i~ , vérifiant

On en déduit trivialement

D’ autre part, la proposition 2.1 donne le corollaire suivant, dû à UDNOVSKIJ [4] :

(3, 5) Sous les hypothèses (3.3) et (3.4) , on a

Enf in la proposition 2.2 permet de déduire du théorème 3.2 une généralisation de
(3.5) :

(3.6) Sous les hypothèses (3.3) et (3.4), ai h est un sous-corps de K , de
type de transcendance / T on a .

Par exemple si t est un nombre transcendant vérifiant

en choisissant m = n, ui = v i = tl ~’ , on déduit de (3.5) pour n - 8 :

comme ~(e) a un type de transcendance $ 3 sur £ (voir ~3~~s le corollaire
(3.6) donne, avec n = 24 ,

UDNOVSKIJ annonce avoir démontré :

On en déduit, pour ~, > 3 ,

Remarquons que la conjecture de SCHANUEL Implique ?



Démonstration du théorème 3.2. - L’idée de la démonstration est la suivante. Le

théorème 3.1 montre l’existence d’une suite (03BE(1)N) d’éléments de l’anneau

~o =J~~i ~ *** ~ vérifiant

(On peut choisir pour ~ ~ la norme, sur ~(x ~ ... , x ) y du produit de ~
par un dénominateur de Si l’on construit une autre suite (~’ ~) véri-

fiant les mêmes relations , et telle que , pour tout N ~ et ~w aient un

résultant (par rapport à Xq ) : eN ~ ... , non nul, le théorème

3.2 sera démontre.

Cette idée n’apparattra pas explicitement , car nous allons nous ramener aux pro-
positions (2.7) et (2.10).

Pour effectuer cette construction de on reprend la démonstration du théo-

rème 3.1 (voir [10], §7.l). Nous notons ... , xq1 , y) un système généra-
teur de K sur Q permettant de définir une taille t sur K ; 6 sera le

degré de y sur ... , Xq ) , et A seront les anneaux

Soit N un entier suffisamment grand (nous voulons construire 03B8N ), et soit
M N .

Premier pas. - Il existe des éléments

premiers entre eux dans leur ensemble, de ta,ille  c tels que la fonction

vérifie

Ce premier pas est une conséquence facile d’un lemme attribué à SIEGEL 
lemme 5, 2, ou [ 10], lemme 4.3.1) ; après avoir obtenu une solution non triviale, on
divise par le p. g. c. d. dans Ac.

Deuxième pas. - Il existe deux constantes positives c2 , c3 telles que

On déduit cette inégalité de (3.3), (3.4), et du théorème 1 de Tijdeman [9].
Nous noterons désormais 03BEM l’un des nombres c Mn , de module



maximal ; ainsi 03BEM ~ 0 , et

Troisième pas. - Il existe une constante c 4 > 0 telle que

Pour démontrer ce troisième pas, on utilise le lemme de SCHWARZ et le principe du

maximum (sur un disque de rayon M~~m ~, pour la fonction P.. ~ qui a beaucoup de

zéros grâce à la construction du premier pas (4~4., 6)).

Conséquence. - Il existe une suite d’éléments non nuls de A , véri-

fiant

On choisit ~ ~ ~~~ , avec

où 0 est un dénominateur commun des nombres exp(ui vj) . Notons les inégalités

Nous nous intéressons maintenant à l’élément 03BEN , et nous distinguons deux cas.

Alors, d’après le deuxième pas, on a

et la proposition 2.7 permet de construire 6 .

Alors log|~N| > - c Nmn log N , et l’existence de eN résulte facilement de la

proposition 2.10.

4. Indépendance de ui , exp(ui vj) .
Soient ’ un v1 , ... , vm) des nombres complexes Q-linéaire-

ment indépendants. Notons

et désignons par le degré de transcendance sur £ du corps

obtenu en adjoignant à Q les (m + l)n nombres ui , exp(ui vj) .
Les minorations connues de q2 sont les suivantes 91, et [10J, §7.2)



plus généralement, si L est un sous-corps de K2’ de type de transcendance in-
férieur ou égal à T sur £ , on a

Ces résultats sont des conséquences immédiates des propositions 2.1, 2.2, et du
théorème suivant ([l0], théorème 7.2.8, dans lequel on remplace N par Nm+1 pour
la clarté des notations).

THÉORÈME 4.1. - Si 2 > 1 , il existe une suite d’éléments non nuls de

K? telle que

La méthode de UDNOVSKIJ permet de démontrer le théorème suivant.

THÉORÈME 4.2. - On suppose les relations (3.3) et (3.4) vérifiées. Notons
(x1 , ... , Xq) une base de transcendance de K2 sur 2  2 , il existe
une suite (03B8N) d’éléments non nuls de ... , vérifiant

, ~ / B 

On en déduit

ainsi qu’ un résultat de UDNOVSKIJ [4] :

La proposition 2.2 permet de généraliser (4.3) :

Voici un exemple d’application des corollaires 4.3 et 4.4 ; (comparer avec [;l0:),
exercice 7.2.e) : soient l1 , ... , lh (h  l) des logarithmes Q-linéairement
indépendants de nombres algébriques ~ , ... , Soit p un nombre algébrique
de degré d.

Si d ~ 4 + (3/h) , alors trois des hd nombres



sont algébriquement indépendants.

sont algébriquement indépendants.

On obtient ainsi les résultats annoncés au §1 : si 03B2 est un nombre algébrique
de degré 7, et si 03B1 est un nombre algébrique, 03B1 ~ 0 , log 03B1 ~ 0 , trois des
six nombres

sont algébriquement indépendants.

Le résultat plus général annoncé par CUDNOVSKU [4] :

impliquerait par exemple l’ indépendance algébrique de quatre des 14 nombres

quand [~(p) : ~~ ~ 15 , alors que le corollaire (4.4) , avec T = 4 + ~ donne
seulement l’ indépendance algébrique de quatre des 30 nombres

quand g est algébrique de degré 31.

Il y a deux démonstrations du théorème 4.2, qu’il est facile d’écrire en utili-
sant le §4.2 et les propositions 2.7 et 2,lA.

5. Indépendance de ui , vj , exp(ui vj).
On considère toujours des nombres u , ... , u et v ! ... , v , Q-linéai-

rement indépendants, et on note 
. 

1 ni 
° 

m 

le corps obtenu en adjoignant à Q les n nombres u , exp(ui vj).Soit q3 le degré de transcendance de K3 sur ~ ; on a (~1~, §1~ ou [10J, ~7.3~:

si a un type de transcendance ‘ ? sur 



Ces résultats sont des conséquences du théorème 7.3.4 de 

THÉORÈME 5d1. - Si 3 > 1 , il existe une suite d’éléments non nuls de

K~ vérifiant

Il est aussi possible de construire une suite d’éléments appartenant à un sous"-

corps de K3 , de degré de transcendance  q3 - 1 sur Q.

THÉORÈME 5.2. - On suppose vérifiées les relations (3.3), (3.4), et 3 > 2 . Si
(x1 , ... , xq3) est une base de transcendance de K3 sur Q , il existe une

suite (03B8N) d’éléments non nuls de Z[x1 , ... , xq3-1] vérifiant

La principale conséquence de ce théorème est due à CUDNOVSKIJ :

Plus généralement ,

Ainsi, pour r ~ Q , r ~ 0 , trois des 12 nombres

sont algébriquement indépendants sur £ , et quatre des 44 nombres

sont algébriquement indépendants.

On peut en fait déduire de l’ inégalité

annencée par UDNOVSKIJ, l’indépendance algébrique de quatre des 28 nombres

Remarquons enfin que la conjecture de Schanuel s’écrit

Pour terminer, précisons qu’il est possible d’affaiblir les hypothèses (3.3) et
(3.4) (en écrivant soigneusement les conditions dans lesquelles on peut utiliser le
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théorème 1 de [9] dans le deuxième pas de la démonstration), mais il semble dif f i-

cile de les supprimer complètement.
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