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Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU G1-01
(Groupe d'étude de Théorie des nombres)
16e année, 1974/75, n° G1, 6 Dp. 28 octobre 1974

SERIES RATIONNELLES

par Khyra GERARDIN

1. Rappels sur les algébres d'un monoide libre.

Soient X = (x1 ...« X_) un ensemble fini appelé alphabet dont les éléments s'ap-
pellent des lettres, X* 1le monoide libre qu'il engendre. Les éléments de X*
s'appellent des mots ; on notera e le mot vide de X* . Le produit dans X¥* est
la concaténation. Si f , ge X¥ , f % g revient & écrire g & droite de f . On
notera Ifl la longueur du mot f , clest-d-dire le nombre d'occurences de lettres
de X dans f . On munit X¥* d'une relation d'ordre de la manidre suivante :
fg<g si lfl < lg] et si Ifl |g| alors f précdéde g lexicographiquement,

étant entendu que x <X, . < X, < s0s < X_ o
1 i-1 i P

Dans le cas ou p = 1 , le monoide libre commutatif est isomorphe & N additif.

I1 est connu que dans ce cas X¥ est cyclique.

Soient A un anneau commutatif unitaire, K son anneau de quotients. On notera

AK> 1'algdbre large du monoide libre X¥* , Les éléments de A<X> s'écrivent :

a=2 (a,f)f o (a,f)enr, Vfex*,
fex*®

On définit le somme et le produit dans A<X»> de la mani®re suivante : Si

a = (a , T)Ff b=2 (b, £)f,

f x* rex*

alors,
a+b=2(a,f)+(®, ).

Le produit de Cauchy est défini de la manidre suivante :

axb:Zfex*[zghzf(a,g)x(b,h)]f.

Cette derniére expression a un sens car, X* &tant un monofide libre, chaque mot

f n'a qu'un nombre fini de factorisations en produit de deux mots qui le précddent.

La série O est celle dont tous les coefficients sont nuls. La série 1 est celle
dont le seul coefficient non nul est le coefficient de 1'élément neutre qui est
égal & 1 , Il est immédiat que A<X> est une algébre non commutative si IX]>2 .
La sous-algebre des polyndmes se note A{X) .

ae AX) <> a = 2(a , £)F 3
il n'existe qu'un nombre fini de coefficients (a ’ f) non nuls.

si (a,e) =0, on dit que la série a est quasi inversible. Sa quasi-inverse
a¥ est définie de la manidre suivante :

a* = a+ a¥ a=a+ as® .
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Si a est quasi inversible, on vérifie facilement que 1 + a est inversible
dans l'anneau A<X» . Si a = z(a , £)f , on notera Support de a , ou Jupp a ,
supp a = {f/(a , £) # 0} .
Dans A<X>, on définit aussi le produit 4'Hadamard. Si
a=2a, f)f b =2(b, £)f,
alors,

aob=2(a,f)x (b, ).

I1 est facile de vérifier que, munie du produit Hadamard, 1l'algétbre A<X> est

une algébre commutative, non intdgre, dont 1'élément neutre est la série

fex*

2. Propriétés topologiques de AK> et AX) .

Si a, be AZK> , on définit une distance de la manidre suivante :

O_S_!_}'._a=b.
a(a,b) =

e o i est l'indice du ler coefficient non nul de a=b .

Munie de cette distance, l'algdbre A<K> est un espace ultramétrieue.

Si a est une série formelle, on notera l'ordre de la série l'indice du ler

coefficient non nul de g .

Pour tout n > 0 , soit an l'ensemble des séries formelles d'ordre >n , Si
a€d et be ALK> , il est immédiat que ab et ba appartiennent a ﬂh . ah
est un idéal bilatdre de AX»> . Si m>n,ona: & < an . Les idéaux ﬂh for-
ment une base de voisinages de O . L'anneau A<X>» , muni de cette topologie, est
complet. L'anneau des polyndmes A{X) est partout dense dans A<X> qui est son

complété,

3e Définition d'un ensemble rationnellement clos.

B e e e

Soit B un sous-ensemble de A<X» . B est dit rationnellement clos si, V =2€B,

a quasi inversible, alors a* e B . a* étant bien entendu la quasi-inverse de

a e

4, Séries rationnelles S(1) .

On notera ARAT<X> la plus petite algebre de A<X> qui contienne X , et eui

est rationnellement close.

Caractérisation des séries rationnelles S(1) .

PROPOSITION, = a € RAT<X> si, et seulement si, il existe un entier N >1 , une

représentation p de X* dans MN(A) » une matrice P de MN(A) s telle que 1l'on
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ait
a = Zf(a y T)f = zf(Tr P pf)f .

Cas particuliers. - X = 1 => X¥ =N. A=2.0n aalors la définition habi-

tuelle des séries rationnelles. Rappelons la caractérisation usuelle des séries ra-
tionnelles,et montrons que les deux proposition coincident : si a = z£>0 &, X" ’
a est une série rationnelle si, et seulement si, il existe deux entiers h ’

n, = 1, h entiers Al cee Kh s tels que pour tout n > n, on ait :

ah+h = Al an+h-1 + eee + hi ah+h-i + oo + hh an .

Démonstration de 1'équivalence des deux définitions. - Si

a=2 aanzznzo(TrPMn)Xn,

n>0
ou P et M sont des matrices de Mﬁ(g) pour un certain N > 1, la matrice M
vérifie son polyn8me caractéristique. Donc la suite (Tr P Mp)n>0 vérifie une re-

lation de récurrence.
Réciproque. - Si
- n _ _R(X)
® =2y %W T =TSy Resezxd,

o

on examine le cas ou P est un polynBme :
= p
a=a,+a X+ coe + ap X* .

Soit M 1la matrice nilpotente de Mb+ (g) définie de la manidre suivante. Si

1
e1 e ep+1 est une base de 1l'espace £§+ sy O 8 ¢
Me, =0
i
i .
Méi =51 Va2gic<yp
M =a, e, + 8, €.+ ¢ + a8 e

ep+1 171 2 2 P P

Soit P la matrice de g P’Ip+1(_g_) ’

On vérifie facilement que

TrPM1=ai Vi<p.

Tr p MY

]

0 ¥i>p.
Le cas ob a = R(X)/(1 - S(X)) se ramdne facilement & celui-ci : soient
(P, ¥) 1e couple de matrices associées au polynbme R ’

(a ’ N) le couple de matrices assocides au polyndne S ,
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On suppose que, (Q , N) € Ms(g) . Soit N_ la matrice de Ms(g) dont tous les
éléments sont nuls & 1l'exception de ceux de la 1®re colonne égaux & ceux de la der-

niére colonne de N .
Soit N' =N + Nu . De la méme manidre, on définit la matrice Mu e Si
(P, me I"Ir(,Z) )

Mu est la matrice r x s dont les éléments de la 1dre colonne sont égaux & ceux

de la derniére colonne de M , les autres étant nuls.

Soit T 1la matrice (g ﬁ?) . On vérifie que le couple de Mr+s(g) y formé de la

matrice u , ou

(@]
(@]
(@]

o

(@

o

o
—— s i o

(@]

\1 0 O
et T . représente la série a , c'est-a-dire que l'on a :

n>0

g

n _ ny,n
a =2 a, X" = ZQZO(Tr uf )X .
L'équivalence des deux démonstration est faite.

Caractérisation des séries rationnelles. — Soit a = Z(a s T)F .

Déterminant de Hankel, en variables non commutatives [ 1 '+ - On notera Hf e
?

le déterminant de Hankel dont les lignes et les colonnes sont les coefficients des

termes g, g < f , dans 1l'ordre de X¥* .

PROPOSITION 1 [1] . = Une série est rationnelle si, et seulement si, les déter-

minants de Hankel sont nuls & partir d'un certain mot f de x*

Problémes posés par les séries rationnelles. — Il est immédist que si a et b

sont des séries rationnelles, leur produit J'Hadamard, a ® b = ¢ , est une série
rationnelle. Si (et resp. v) est la représentation associde 3 la série a

(resp. b) alors p® v est la représentation associée 3 la série ¢ .,

Probléme, — Etant données deux séries rationnelles a et ¢ , & cuelles condi~-

tions la série b , définie par la relation a® b = ¢ » esteelle rationnelle ?

Principaux résultats obtenus, en commutatif étendu en non commutatif.

Pour CANTCR~-UCHIYAMA :

n . n .
> . P(n)an X" rationnelle <=> z#;o a X rationnelle.
Pour Martine PATHIAUX
N n
a X a, X

entier algé-

avee 2 a X rationnelle :
n n'n

n n n n n
P(n)ul + P2(n)u2 P(n)p,1 + Pz(n)p,2

brique pour tout =n .
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Alors
a Kn
o nn — rationnelle.
P(n)p,l + P2(n)“'2

Pour- BENZAGOU xi

n

n . . n _ i

Zn;o a X Hadamard inversible <==>'Zn20 a X = ZOsi<m ;—:T::-;Ei .

i

5, K-=langages. Automates. Séries rationnelles,

Soit X* wun monoide libre engendré par un ensemble fini X .

Définition du produit dans @(X¥*) .

-8i A,BeP(X¥), alors AxB={ab; ac A, be B},

-si Ae P(X*), alors A* = {e}JuAau...uru ...

Définition, - Une partie B de X* est une partie rationnellement close si
A< B, alors A*c B,

K~langages. — La famille des K-langages sur X* est la plus petite famille cen-
tenant X qui est stable par union, produit, et qui est rationnellement close.
On se place dans le cas o A =2 ., Soient a = Zf(a y T)f et b= Zf(b ’ f)f ’

deux séries positives, c'est—a-dire (a,f) >0, V¥ f, et (b,t) >0, Vf.

On notera a(resp. B) 1le support de a (resp. b) . On a alors :

QuB est le support de a + b .

A x B est le support de a x b .

Si a est quasi inversible et a* sa quasi-inverse, alors
‘@* est le support de a* .,

d NnB@ est le support de a © b

Liens K-langages-séries rationnelles., — Les K-langages sont les supports des

séries rationnelles positives.

6o Automates,

Définition d'un automate. — Un automate est défini par la donnée de trois ensem-—

bles U ,X , N, et de deux applications s et t .
U est l'ensemble des états.
U X 1'ensemble des entrées,
U xX N 1l'ensemble des sorties,
“N t 1'application de transfert.
8 1'application de sortie.

Soit X¥* 1le monoide libre engendré par X . On "prolonge" la fonction t &

U* x X* de la manidre suivante
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Ta ye) =a, VaeU, e le mot vide de X* ,
T™a , x) = t(a , x) , x€X, aceU,
,T(a,xp)=T(t(a,x),p), aeU, xpeX*, xe€eX .

Soit N* 1le monoide libre engendré par N . On prolonge s en S de la manidre

suivante ¢

U x X% S ¥

]

S(a 4 &) = e 5 e' étant le mot vide de N* .

S(a ’ x) =2 s(a ’ x) 5 Vael, xe€eX,
s(a , xp) =s(a, x).5(t(a , x) , p), aeU, xe€X, pex*,

On suppose X fini. Soit a,€ U, F<cU, F ensemble fini, Une partie régu-—

0
lidre A de X* est associde & un état a, d'un automate sans sortie :

A={f T(aO » £) e F} .

e

A est le langage d'un automate par rapport & 1l'état initial a et au sous-

ensemble F des états finaux.

PROPOSITION. -~ Le langage d'un automate & étets finis, associé & un état initial

a, € U, est un K-langage.
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