HENRI CHAIX
Points extrémaux d’un convexe compact de Rn appartenant a un réseau

Séminaire Delange-Pisot-Poitou. Théorie des nombres, tome 16, n°2 (1974-1975),
exp. n°26, p. 1-9

<http://www.numdam.org/item?id=SDPP_1974-1975__16_2_A4 0>

© Séminaire Delange-Pisot-Poitou. Théorie des nombres
(Secrétariat mathématique, Paris), 1974-1975, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Séminaire Delange-Pisot-Poitou. Théo-
rie des nombres » implique I’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression sys-
tématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de
ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SDPP_1974-1975__16_2_A4_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Sémingire DELANGE~P ISOT-POITOU 2601
(Théorie des nombres)
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POINTS EXTREMAUX D'UN CONVEXE COMPACT DE R
APPARTENANT A UN RESEAU

par Henri CHAIX

Introduction.

Etant donné, dans ,52 s un arc de courbe défini par une fonction différentiable,
strictement convexe sur un segment [a , b] , de longueur L , on a le résultat

classique suivant @

"Le nombre des points entiers sur l'arc de courbe est, & une constante prés, ma-

joré par L2/3 ",

L'objet de cet article est de donner une généralisation de ce résultat dans g? .

THﬁORbME. ~ Soit € un domaine convexe et compact de B? (n>2) de volume V

strictement positif j; soit R wun réseau de points de B? de volume fondamental

138l N est le nombre de points extrémaux de C appartenant au réseau R,y et o

ces points n'agppartiennent pas 3 un m8me hyperplan, il existe une constante univer-

selle positive Kn telle que
(1) v <x y(n-1)/(e1)
) n [

REMARQUE 1, - Les hypothéses du théoréme étant conservées, si on note S 1l'aire

de la frontidre de C , il existe une constante K& telle que

(2) N g K! g/ (n1) |

Ce résultat est la congéquence immédiate de 1'inégalité isopérimétrique et du
théoréme énoncé. Toutefois, on remarquera que la démonstration de celui-ci donne
directement la majoration de N en fonction de 1'aire S et un meilleur majorant

de la constante Kﬁ .

REMARQUE 2, - L'exposant (n - 1)/(n + 1) de V ne peut 8tre amélioré, et K,

admet un minorant strictement positif.

Soient P1 le "paraboloide" défini par : xf + xg + see + xi_l.s xn‘s r2 y et
P, le paraboloide symétrique de P1 par rapport & l'hyperplan (xn = r2) ; le
domaine P = P1 U P2 est compact et strictement convexe.

rd 7 . 3 n .
Prenons pour reéseau _gn s le réseau des points entiers de R~ . Tous les points

frontidres de P sont extrémaux. Le nombre NP de points entiers de la frontidre
de P est alors donné par le nombre de points entiers de g?’l contenus dans la

boule xf + ase + X§-1~5 r2 3 ce nombre est équivalent au volume de cette boule,
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Un rapide calcul montre que, pour VP assez grand,

2+ 1)/ ) )/ ()
p > (r((n + 1)/2))% (2+1) 'y

D'olu une minoration de Kn s, et le résultat.

REMARQUE 3, - Ce théordme permet de majorer en fonction de V , ou de S, le

. c n . .
nombre de points d'un réseau sur une hypersurface de R~ si celle~ci est frontidre

d'un domaine strictement convexe et compact.

Pour n = 2 , on retrouve le résultat connu, mais il est obtenu ici, & 1l'aide

d*une nouvelle démonstration,

La démonstration du théoréme et la remarque 2 fournissent les inégalités sui-
vantes 3

2 2
¢ < (Pommgonet yn(n=1) oy (a(n=1)/2)+2( gy )0 =t (0 = 1)/2) o+t
(3) ! < ( (371 )™ (n1) (=)™ ™ 3575 F(n/z))l/

(4) ( (n + l)n-l ﬂn—l )1/(n+1) <K < (21‘1 nn(n:)n-l)l/(rwl) K
n n

23 2((n + 1)/2)

Pour n =2 et n =3, on trouve :
]
K2 <2 2 < K2 <6

K§<58. 3<K3<537.

"Encubage" d'un domaine C . - Le domaine C de g? sera dit "encubd" s'il

existe un cube X de dimension n tel que :

19 Les (n = 1)-faces de ¥ sont des hyperplans d'appui de C ,
20 T1 exigte deux (n - 1)-faces opposées de X notdes k et k' telles que :

(o) il existe deux points de contact by (resp. ui) de C aveec k (resp. k')
tels que la droite Wy “i soit orthogonale & l'hyperplan de k .

(g) C, étant la projection orthogonale de C sur l'hyperplan de k :

si n>2, Cl est encubé dans k .

Si n=2’ Cl=k.

LEMME 1, = Un domaine C de ’Bn compact et convexe étant donné, il existe une

transformation & de EP

affine, de déterminant 1 , telle que G(C) soit encubé

19 On construit deux hyperplans d'appui de C , Hl et Hi paralldles, touchant

C en p,l et p,i .

Considérons alors deux nouveaux hyperplans d'appui de C H2 et Hé paralle—

les entre eux et paralléles a ! , touchant C en et pl .
Wy g Mo Ko



On construit de la m8me fagon H3 et Hé » paralléles entre eux et paralldles a
t

Wy Hq et o pé s hyperplans d'appui de C dont les points de contact sont W3

et ”é » see Et ainsi de suite jusqu'é la construction de Hn et Hﬁ (paralléles

entre eux et paralleles a By ui seeer W 1 ) hyperplans d'appui de C dont

]
1 Pne
les points de contact sont T et uﬁ R

Le domaine délimité par ces hyperplans d'appui de C est un "hyperparallélépipe-

de" de _B? .

20 Soit % wune des transformations affines de BP de déterminant 1 , transfor-

mant 1'"hyperparallélépipdde" en un hypercube ¥ ,

On constate que &(C) est encubé dans X .

IEMME 2, = Soit C un domaine encubé, compact et convexe de g? s de volume V ,

dont la frontiére est une hypersurface d'aire S :

(5) s s Zn(nl)(n-l)/n v(n-l)/n
(6) V> a/n!.
La démonstration se fait par récurrence,

Si n =2 : Appelons @ le périmétre de la frontiére du domaine, o 1la surface

du domainey et a le c8té du carré. On a :
w<4a et o> a2/2 ’
ce qui entratne que w < 4'J5~01/2 .

Si n# 2 (Nous utiliserons les m@mes notations que dans la définition de 1l'encu-
bage, a sera le c8té de 1'hypercube X ) : Supposons alors que 81 s projection
de C sur k , vérifie 1l'hypothese de récurrence :

(7) v61 > an-l/(n - 1) .

S étant 1l'aire de la frontidre de C , et C é&tant convexe @

(8) s < ona®t

En coupant C par des paralléles a Iy ui » on remarque que ces droites détermi-

nent dans C des segments de longueurs supérieures a celles des segments obtenus

dans la pyramide de sommet ui et de base Cl « D'ou :

1

Les formules (7), (8) et (9) fournissent le résultat énoncéd,

IEMME 3, = C étant un domaine compact et convexe de _gé s 11 existe deux ellip- -

soides & et &' homothétiques dans un rapport Py (ne dépendant que de n )

tels que ¢ &' < Cc< &,

On obtient pour Py les majorations suivantes :
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o, < 442
P3 < 24 V3
p, < n! an-l Vn (si n>4).

On remarque immédiatement que Py = 1.
Grfice au lemme 1, il suffit de démontrer que si C est encubée dans X de cbté

a » il existe deux boules fermées ® et ® dont les rayons sont dans un rapport

P et telles que :
B < C< B

On remarque immédiatement que la sphdre circonscrite au cube X de rayon

(Vo/2)a fournit une boule B .

D'autre part, B 1l'enveloppe convexe des points by 7 pi Y o seees Py uﬁ est
contenue dans C , et son volume V(E) vérifie la formule (6). De plusy, E est un

ensemble de EP recouvert par an—l n-gsimplexes.

En effety soit p un point extrémal quelconque de E , chaque point M de E

appartient & un n-simplexe formé par et n autres points extrémaux de E .

Par suite, 1'un au moins de ces n—simplexes, noté T , a un volume Vp véri-

fiant
< n n/ o,
(11) Vp 2 (1/c5, ;) (a /nt) .
Si r est le rayon de la boule @' inscrite dans T , donc incluse dans C

Vo = (1/n)rsT .

Mais S est majoré par onat"1

o ("aire" du cube ¥ ). Ceci montre que @

n
C2n-1) *

D'ou une majoration du rapport Py d'homothétie entre ® et B' .

r > a/(2n!

On remarque que si n =2, E est recouvert par deux triangles, et si n =3,

E est recouvert par quatre tétraddres au plus. Ce qui permet d'améliorer Py et
p3 e

LEMME 4, = C é&tant un domaine convexe et compact de g?, soit $ 1la frontiére

de C , hypersurface borndée, orientable, de courbure totale vy (que 1'on peut sup-

poser positive) :

Xs yl/(n+1) dc est une intégrale invariante par transformation affine de déter—

minant 1

Remarque : Le résultat est encore valable si S est une partie de la frontidre
de C.

Soit f wune carte de S , c'est-a-dire une application différentiable, injective
de rang (n =1) d'un ouvert U de R dans R" .



f .

26-05
n
¢t XEU-=>p= £(x) €ER .
(on suppose que la classe de différentiabilité de f est suffisamment élevée de
sorte que les calculs, qui suivent, aient un sens.) Les notations seront celles
3
utilisées par J. BREUNEVAL ( ).
Si

G est la matrice de la premidre forme quadratique fondamentale

ds2 =-d_§.dp =dx G dx avec G = CB—I;/BX)(BP/BX) .
Si on note
'xl i
X = E l:
1
o

l'hyperplan tangent en p a §

est déterminé par les vecteurs

(ap/2x1) » (30/3%%) suees (3p/=™Y) .

Le vecteur (ap/axl) A eee A (ap/axn'l) (produit vectoriel dans BP ) est normal
4 la surface $ , sa norme est ~det G . Donc
v = 1/(aet G)(—a-P-l-/\ LA e n L

)
ax' ax ot
est unitaire et normal 3 § en p .

Soit F 1la matrice de la deuxidme forme quadratique fondamentale

F =
D

~ (3p/¥x)(av/3x) .

étent la matrice d'éléments

D..
1J

= det ((3p/3x1) » vun » (p/=™Y) , (3% p/axt ax%))
le calcul de F

montre que

Ndet G F =D,
La courbure totale v
bure C tel que

est le produit des valeurs propres de l'opérateur de cour-
dv + Cdp = O ., llais dans la base naturelle

(/) 4 vee s (p/3x™1)}
de 1l'hyperplan tangent en p a

Sy C est représenté par lr » donc @
y = det C = det(¢™t F) ,
d'ou @
det D

B (det G)(n+1)/2 )
Si, de plus, on suppose que le paramétrage de
vers 1l'intérieur de

S est tel que
C , la courbure totale
xité de C,

v soit orienté

Y sera positive & cause de la conve-

3*

( zBREQNEVAL (Jvaues). - Géométric des déformations des surfaces et équations de
1a)mecan1que des coques, These Sc, math. Univ. Provence, Marseille 1972 (Pages 5 a
12).
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Etant donné que do =+det G dxl dx2 cee dxn_l s on obtient @

(12) fs yl/(n”) do = IU (aet D)l/(nH) axl ... ™t

Si on transforme alors $ par une transformation affine G , de déterminant 1 ,
les quantités Dij se conservent, le déterminant D aussi, et donc 1l'intégrale

considérée est invariante.

Démonstration du théordme,

1° Le polytope @ : Si A1 2 Ay seeer Ay sont les points extrémaux de C ap~
partenant au réseau R , l'enveloppe convexe ¢ de {Al 1 Ay seees AN} est un po-

lytope (polyédre borné) contenu dans C , Les points A, s eee 3 AN sont encore

1
points extrémaux de ® . Le volume de ® n'est pas nul car A1 ? ses 3 AN sont
supposés n'appartenant pas & un m&me hyperplan, € est donc de dimension n .
Comme le volume de ® est majoré par celui de C , il suffit de démontrer le théo-

réme pour le domaine ¢ ,

2° "Encubage" de € : Le théordme & démontrer étant invariant par les transfor-

mations affines de déterminant 1 , il est loisible de supposer ® "encubé". En
effet, 1la démonstration conduirs & limiter N en fonction de 1l'aire de ® , et le

lemme 2 permettra de passer au volume de @ ,

3° Les hyperplans H

¢ Etant donné un point extrémal A de € , soient Py

A
les milieux des 1-faces de ® contenant A , et € 1'enveloppe convexe des p;
On remarque que € est un convexe de dimension an moins n -~ 1 et que A n'sp-
partient pas a Ep o Comme €p est l'intersection d'une famille finie de demi~-

espaces fermés (famille que nous prendrons minimale), on peut trouver un tel demi-
espace ne contenant pas A . HA sera la frontiere de ce demi-espace, L'hyperplan
HA sépare A de tous les autres points extrémaux de ® , ainsi que des milieux

de toutes les 1-faces de @ .

4° Les "pyramides™" m L'intersection de ® et du demimcercle fermé Hz
o« Comme H est le plan
étant minimale), on

contient donc

(contenant A et limité par H, ) est une "pyramide" ™
dtune (n - 1)=face de EA (1a famille dont est extraite HA
A ™
un n-simplexe dont les sommets appartiennent au réseau R' déduit de R par

peut trouver n points Py affinement indépendants dans H

1thomothétie (A , 1/2) y réseau dont le volume fondamental est 2 0 « On trouve

done pour le volume V(ﬂA) de la pyramide :
(13) v(m,) > 1/(a12") .

D'autre part, soit S(nA) la "surface latérale! de s aire de l'intersection

i
A
de Hz et de la frontiére de € . Etant donné que HA sépare s des autres py-

ramides nAi » on a 1l'inégalité

(14) Y S(ﬂAﬂ) < s(e) .
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50 Les c8nes de FA ¢ D'aprés le lemme 3, il existe dans H

SA et 8A homothétiques dans le rapport p _

A deux ellipsoIdes

1 et tels que ¢

5AC(HAn6°)C8A.

FA sera le cBne de sommet A et de base EA « Chaque cbne FA contient  ,
Si on note F+ =T, n BY y ona:
A A A )
+
(15) v(ry) = v(m,) .
6° Les calottes paraboliques Tr s Soit %A la frontiére de SA dans HA .
Considérons le paraboloide dont 1'hypersurface est tangente a la frontidre du cbne
FA le long de $A « T, sera 1'intersection de cette hypersurface avec 1l'inté-
£
rieur de HX « On notera que Ty est incluse dans TA . L'homothétie qui transfor-
me SA en EA s transforme T, en une calotte TA contenue dans Ty o I1 en ré-

sulte que S(TA) < S(nA) et donc :

(16) S(r,) < (g, )"0 8(r,)

7° Les indicatrices W, ¢ Soit w 1l'hypersphére unité de g? « W, sera 1'in-

s clest-a~-dire 1l'ensemble des extrémités des rayons de w

catrice sur @ de TA

paralléles aux normales & T

, orientées vers 1'intérieur (par exemple) du parabo-

loTde définissant Ty o

Si A et A' sont deux points extrémaux,

(17) W N Wy, = LR

En effet, soit m appartenant a W il lui correspond un point M de Ty *
Comme s est incluse dans FA » 1'hyperplan W , tangent en M a T, @ Coupe

tous les segments de génératrices de FA

« L'hyperplan W sépare ainsi A de tous les autres

déterminés par Hz s donc en particulier

ceux qui appartiennent a i

points extrémaux de @ ,

Si on a également m appartenant a X

paralldle & W et séparant A' de tous les autres points extrémaux., De plus, m

» on trouvera un second hyperplan W' ,

by

définit une mBme direction orientée, orthogonale & W comme & W' , définissant

les demi-espaces devant contenir A et A' , ce qui est absurde,

En conclusion,

o 2

Remarque : Si on note m=g(M) et 7= U12=1 T, » on définit une application
)

injective
P 2 T == W o
@ étant de degré 1 , comme f vdo est un invariant topologique, on a :

T
(19) IT ydo = I;(T) d“%$‘%%;§§7 (en utilisant (17) et (18)).
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80 Calcul de 1l'intégrale IA = fT yl/(n+1) do : Soit GL une transformation

affine de HA de déterminant 1 , tr%nsformant SA en une boule fermée de HA de

centre o et de rayon r .

Soit GA la transformation affine de EP » prolongement de GL » telle que la

droite joignant A et son transformé A soit paralldle a HA et que i se mojette

2

orthogonalement sur HA en @ o On notera 2h 1la distance de A a HA .

I

La transformation EA de R° est de déterminant 1 ; elle trensforme la calotte

, en une calotte # et en un cbne f de révolution autour de

Ty et le cO?e FA A A
la droite @A . Dans ces conditions, on a
or(0=1)/2 A=
= ' =

s(g,) = 5(5(8,) = E =D ’

et
(n-l)/2
+y l_ _ n—1
Soient U 1l'ouvert de R =1 ge1 que (x1)2 + e + (x o= 1)2 < r2 s et fA la
carte de 1l'hypersurface ?A tels que :
[x

2 2 -142
W) (D + e DY)
Les notations étant celles utilisées au lemme 4, on en déduit @
0 si i#3j
D, = 5 et donc, det D = (2h/r2)n"1 .
I {om/r° si 1=
le lemme 4 et la relation (12) montrent alors que @

I = I» Yl/(n+1) do = fU (2h/r2)(n—1)/(n+1) dx1 vee dxn-1

A Ty

(21) _ 22n/(n+1) TT(n—l)/z (hrn-l)(n—i)/(n+1)
- (n = 1)T((n = 1)/2) *
Bn utilisant les relations (13), (15) et (20), on obtient la formule (23) en
posant

(22) A = (2Pa - 1)3)(n-1)/(n+1)((n - 1)r((n -4¥¥/2))2/(n+1)

(n—l) /2

(23) S Nl

9o Majoration de N : On déduit immédiatement de 1'inégalité (23), que

2 ] 2
( 4) ’\I S )\n f,:lioo.’N IA‘Z *

D'autre part, 1l'inégalité de Holder montre que

(25) J‘T 1/(n+1) do <( ( ))n/(n+1) (I do_)l/(n+1)

L liooo’N
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En utilisant les formules (24), (25), (16), (14) et (19), on obtient le résultat

suivant @

(26) N g Kn(pn_l)(n"l)n/(n“) (2r™ 2/p(n/2)) ¥ (n41) @/ (n1) |

I1 suffit alors de porter dans cette formule les majorants de p . (10)y A
- n
(22) et S (5) pour obtenir les conclusions du théordme (inégalités (1), (2), (3),

(4)).

(Texte requ le 8 juillet 1975)
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