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SYNTHESE HARMONIQUE ULTRAMETRIQUE
THEORIE SPECTRALE EN ANALYSE ULTRAMETRIQUE

par Alain ESCASSUT

le Spectre et semi-normes spectrales,

Soit K un corps ultramétrique complet algébriquement clos. On notera k le
corps résiduel de K (k = A/M) , et x| = {lxl 3 x€ K} . On dira que K est
fortement valué si 1'un au moins des ensembles k et IK‘ est non dénombrable.

) une K-algdbre de Banach commutative unitaire,

Soit (A » ||
La théorie spectrale classique concerne le spectre maximal Max(A) d'une C-
algdbre de Banach [1], qui est en bijection avec 1l'ensemble X(A) des caractdres

de A , et avec l'ensemble des semi-normes multiplicatives continues, car toute

semi-norme multiplicative continue de A est de la forme |x| ou x € X(4) .

En algébre de Banach ultramétrique il n'en est pas de m8me : d'une part tout
idéal maximal n'est pas de codimension 1 , et d'autre part les semi~normes multi-

plicatives continues n'ont pas toutes pour noyau un idéal maximal.

L'absence de topologie "sympathique" sur Max(A) conduit 3 introduire 1'ensemble
Malt(A o ||o]|) des semi-normes multiplicatives de A continues pour la norme [|.|| »
.l) les o € Malt(A H.“) tels que ker ¢ € Max(A) o

et on notera Multm(A ’ |

2 Calcul fonctionnel holomorphe en analyse ultramétrique.

Soit (& , ) une K-algtbre de Banach ultramétrique, soit x € A , et soit

D= s(x) e S0it h € K(D) (algébre des fractions rationnelles sans p8le dans D ).
P(X .
et soit h(x).=QX sob (P,Q) =1.2alors QA) #0, Ve D, et par suite

Q(x) est un élément inversible de A (en effet, si Q(x) n'est pas inversible,

il existe un homomorphisme X de A sur une extension E de K tel que

x(Q(x)) =0 ;

or x(Q(x)) = Q(x(x)) » donc x(x) est algébrique sur K , done x(x) € X , done
x(x) € D , ce qui est absurde puisque Q(A) 0, YAED ).

I1 existe donc un homomorphisme unifére canonique unique Ox tel que 9 (X) = x,
X

. _ -1 p(X
défini par Ox(h) = P(x) Q(zx)™" , ou h(X) = 5%

Pour résoudre certains probldmes de synthdse harmonique, on doit chercher une
norme\ ”.”oa définie sur K(D) qui rende Ox continue, et permette son prolonge—
ment & 1'algdbre de Banach H(D , ) complétée de K(D) pour cette norme, de

sorte que 1'on retrouve dans A des propriétés bien connues de H(D , @) .
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Par exemple, si 1'on note dans A , Hi”s = sup|A| » et si 1'on note dans K(D) ,
“h“D = sup, ., Ih(A)] » A e s(x) 5 il est clair que ”hHD = “h(x)“s de sorte que
si la semi=norme H.“S de A est une norme équivalente & la norme ||| d'algdbre
de Banach de A , O_ est trivialement continu quand on mmit K(D) de 1la norme

”'”D et, dans ce cas, Ox se prolonge a 1l'algdbre de Krasner H(D) .

Dans le cas général, nous utiliserons un procédé dont un aspect simplifié peut

8tre résumé de la facon suivante :

Soit o€ D, et soit V 1le disque circonférencié d(a s [|%||) « Si a et b
appartiemnent & V- D et si |a - b| < 1/||[(x ~ a)™%| » on remarque, gréce a la

propriété ultramétrique de la norme de A , que ||(x - b)—lﬂ = ||(x - a)~1” .

On peut donc définir une partition ® de V - D dont les classes T(a) sont
les disques non circonférenciés g(a » 1/||(x - a)_IH) : on a bien T(b) = ™a) ,
¥ be (a) .

Considérons maintenant la décomposition de h € K(D) sous la forme h=h0 + Z:hi s
ou hO est une série de Taylor convergeant dans V , et ol hi est une série de

la forme EQ;I Ki.n/(x - ai)n qui converge pour 'X - ail > 1/H(x - ai)-lu .

Alors, grice au théordme de Mittag-Leffler [8] en analyse ultramétrique, on défi-

nit sur XK(D) une norme Il

1l = sup(|nfly » finyll ) »
= sup lh.

ob |[hy]| nlhg ol (&= a)7H® et 1'algdbre H(D , #) complétée ge K(D)

pour cette norme possdde les propriétés cherchées.

@ associée & la partition @ par

Remarque, — Pour obtenir des résultats plus fins, on peut construire une algdbre
de "germes" oA,x(D) obtenue comme limite projective des algdbres iH(p , ®) » ob
@ est une partition de V - D dont toutes les classes sont celles de @ sauf un
nombre fini, qui sont plus grandes. L'algébre de germes ainsi construite dépend de

1'élément x considérd.

Les procédés de calcul fonctionnel holomorphe permettent d'obtenir les deux ré-

sultats qui suivent.

Soit A une K-algdbre de Banach ultramétrique, et soit wA 1'application de
Mlt (A , |

tion 1 que { est surjective.

o|]) dans Max(a) définie par ¢ —> Ker ¢ . Il résulte de la proposi-

Définition, = Nous dirons que A est y~injective si WA est une bijection,

THﬁthME. = 51 K est fortement valué, toute K-algdbre de Banach A est V-
injective,

Si K n'est pas fortement valué, on sait qu'il existe des algdbres H(D) qui ne

sont pas {y~injectives [4].

Notation : Pour tout idéal ¥ d'une K-algtbre A , on notera h({¥) 1'ensemble
des idéaux maximaux de A contenant J .
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PROPOSITION, - Supposons K fortement valué, et soit A une K-algdbre de

Banach ultramétrique.

Soit F un fermé de Multm(A o l]) » et soit o € a(A , [lJ]]) tel que

h(kKer(p)) = F .

Alors ¢ appartient 3 1'adhérence de F dans A(A i) .

COROLLAIRE, - Si un idéal premier p de A est le noyau d'un élément

@ e Malt(a , |.]])

et si h(p) se réduit 3 un seul élément M , alors p==N,

3. Synthése harmonique.

Condidérons une (C-algdbre de Banach. On dit que A est régulidre si 1'applica—
tion
x > Ker y
de X(4) dans Max(a)
est un homéomorphisme quand on munit X(4) de 1la topologie de la convergence

simple, et Max(A) de la topologie de Jacobson.

Cette définition n'aurait plus de sens en analyse ultramétrique puisque certains

idéaux peuvent 8tre de codimension infinie.

Mais on peut remarquer que, dans une C-algdbre de Banach, 1'application

x —> |xl
de X(A) dans Malt(a , |[.|)

est homéomorphe pour la topologie de la convergence simple dans ces deux ensembles

de sorte que A est régulidre si, et seulement si, 1'application

¥, ¢ ¢ —>Ker o
de Mult(A , |l.]|) dans Max A

est un homéomorphisme,
C'est cette dernidre définition que nous allons prolonger en algdbre de Banach
non archimédienne.

Définition. - Nous disons qu'une K-algdbre de Banach A est régulidre si 1'appli-
cation WA est fermée,

Notations, - Soit A une K-algdbre commutative unitaire, et soit x e A « On
notera o(x) 1'adhérence dans Max(a) (pour la topologie de Jacobson) de 1'ensem~
ble des M e Max(A) tels que x¢ M ,

Soit 3 wun idéal de A . On notera h(3) 1'ensemble des MM e Max(A) tels que
8.

Soit Ec Max(A) . On notera I(E) =N ., Me E,et on noters f(E) 1'idéal
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des x € A tels que o(x) nE=40.

La proposition 1 est une conséquence immédiate des propriétés classiques en algd-
bre commutative, et on en déduit la proposition 2 en considérant 1'adhérence de

Malt (A o [lof]) dans Halt(a , [l.]]) .

PROPOSITION 1. - Soit A une K-algébre commutative unitaire dont 1l'intersection

des idéaux maximaux est nulle, et soit x € A tel que c(x) N h(ﬁ) = ¢ « Alors

XxXeE B .

COROLLAIRE, - Soit A une K-algébre commutative unitaire dont l'intersection

des idéaux maximaux est nulle, et soient x et y€ A tels que c(x) soit conte~

nu dans l'ensemble des Me Max A tels que ¥y ¢ N, Alors x est multiple de ¥y

dans A .

Notations. = Soit E < Max(A) « On notera f(E) 1'idéal des x € A tels que
U(X)nE=¢o

PROPOSITION 2, — Soit A une Ke-algdbre de Banach commutative unitaire régulidre,

y—~injective, et dont 1'intersection des idéaux maximaux est nulle, et soit E un

fermé de Max A . Alors l'ensemble des idéaux & de A tels que h(3) = E admet

I(E) pour plus grand élément, et f(E) pour plus petit é1ément.

On sait que dans une algdbre de Banach complexe régulidre, sans radical, qui véri-
fie la condition de Ditkin, on peut établir la relation I(h(3)) =& pour les
idéaux fermés i tels que toute partie fermée de la frontidre de h(3) possdde des

points isolés.

Nous aebtenons ici cette relation sous des hypothéses beaucoup plus générales.

Seule la condition de Ditkin, que nous allons rappeler, joue un r8le essentiel.

Définition. — Nous dirons qu'une K-algébre de Banach commutative unitaire régu—

lidre vérifie la condition de Ditkin si, V My € Max(A) et V xe A, il existe

une suite u, de A et une suite de voisinages Vh de mb telles que
limn_mxun=x et unem, VJTLeVn.

Nous pouvons maintenant conclure,

THﬁORﬁME. - Soit A une K-algeébre de Banach commutative unitaire dont 1'inter—

section des idéaux maximaux est nulle et qui vérifie la condition de Ditkin. Alors,

pour tout idéal fermé 3 , on a I(h(g)) =5 .

Le théordme est immédiat, a partir de la proposition 2, si h(3) est fini. Dans
le cas ou h(3) est dénombrable, la déduction & partir du cas fini est aisée. Si
h(g) est quelconque, on doit considérer une limite dans A suivant le filtre du

complémentaire des parties finies de Max(4) .
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