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Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU 22-01
(Théorie des nombres)
16e année, 1974/75, n°® 22, 12 p. 5 mai 1975

NOUVELLES PROPRIETES ARITHMETIQUES DES NOMBRES DE BELL

par Christian RADOUX [ Mons]

1. Périodicité, modulo p premier, de la suite des nombres de Bell,

Notations et propriétés élémentaires [2].

Pn est le n-idme "nombre de Bell" : nombre de partitions d'un ensemble de car—

dinal n (on pose P0 =1 ).

Pn k (1 <k n) est le nombre de partitions en k classes d'un ensemble de
?

cardinal n . Les P . sont les "nombres de Stirling de 2e espéce!. Evidemment,
H

n

(1) Pn = Zk=1 Pn,k ¢

En outre,

(2) Prk = Poetyk-1 ¥ etk
n k

(3) Pn+1 - Zk=0 Cn Pk *

Appelons encore Sk le nombre de surjections d'un ensemble de cardinal n sur
?
un ensemble de cardinal k . Evidemment,

- 13
(4) Spk = k! Pn,k .
3*
3* 3
¥ .n k -k k K
(5) oo o (=02 e @zo,n31).
En effet,

2 ™ - L 6 o
= {D; [§E=O Cﬁ o< xk(l-x)m-k]}
(8 6 x+ (1))

{§E=1 ki CE Paok x eky[ey X+(1‘x)]m-k}

y=0

y=0 '’
par récurrence, vu (2)
- k., k _ Z;— k k
Z§=1 Cm k! Pn,kx = 4 Cm Sn,k X .

En identifiant les termes de puissances semblables dans (5)s on obtient, apres
quelques simplifieations évidentes,

(6) | 21;:0(" 1% ol g% = (- 1)F i (1K) .

3
#* *

Soit p un nombre premier
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w
]

(- 1)k Zf=0(— 1) ¢k 4P
(- ¥ 2f=0(- 1)* Cﬁ ¢ (mod p)

(mod p) (=0 si k>1).,

pPsk

nm

n

Sl!k

Ainsi

o

(1) [p premier et k > 1] = [sp.k = (mod p)] .

Mais alors, d'aprés (4),

(8) [p premier et 1<k <p]=> [Pp,k =0 (mod p)] .
Comme P =P =1, on a donc, d'apres (1),
Psl PsP
(9) [p premier] == [Pp =2 (mod p)] .
On peut encore démontrer (mais c'est beaucoup laborieux) que

-1 (mod p)]

0 (mod p)]

il

[p premier > 2 et (p- 1)|q] =>[s
(p = ] =>[s
[p premier >2 et (p =~ 1)|q] =[P

qsp—-1

ot

[p premier > 2 e Qop-1

m

=1 (mod p)]

=0 (mod p)]

P
q+l,sp qsp—-1

m
1l

ot

[p premier >2 et (p - 1)fq] == [Pq+1,p Pq,p-l

[n composé > 4] =>[s =0 (mod n)] .

qen~1

3t
3* 3¢

THEOREME 1, - p premiery, YneNgj; VgeN,

(10) P =P _+¢P_ (mod p) .
n+pz n+1 n

N. Be = Louis COMTET donne dans [2] (t. 1I, p. 61) le cas particulier ¢ =1 de
cette congruence. Notre démonstration, pour ce cas 4 = 1 , différe totalement de

la sienne (Ce résultat (10) n'est donc pleinement original que pour £ > 1 ).

Démonstration (par récurrence).

(a) La formule est triviale pour ¢ =0 , et vraie pour ¢ =1 .

En effet, on vérifie, par une récurrence immédiate, en utilisant (2) que, si
n>0,

(11) Dx[e(ex)] - i_l n,k (kx+eX) .
Ainsi
Rl 5y O < o)y,
D;+P[e(ex)] - z;=1 n . §=O . Dﬁ[e(e )] DP—E(ekx)
Posons x =0 , et divisons par e , I1 v1ent, dtaprés (11) et (1),

2
22—1 Prk z=o 2 P K
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Or p est premier. Donc

1 _ _ P11 _
C = eee =C =O d.
0 > (mod p)
K’ =k (mod p)
Pp =2 (mod p) (formule (9)).
Ainsi
Pn+p = 22—1 (k + 2) (mod p)

Prup = B+ 22:1 ke, (mdp) (v (1))
Poap = Zn + Pt * DB e = Pagieg) (w02 ®) G (2))

Pratp = Fn TP * (Pt = Pre,1 = Prrtsmtt) = (2, = Py ,n) @a p)  (wu (1))

L]

1]

]

Prep 2+ 1+ (Pn+1 -1=1) = (Pn- 1) (mod p)

ctegt=ad=dire
Potp = Pt * P (mod p) .
Ceci reste vrai (9) pour n =0 .

(b) Hypothdse de récurrence : supposons la formule (10) vraie pour £ =k .

k
(¢) Considérons 1l'équation 2(P°) = 2z + k . Toutes ses racines sont simples. En
effet ’

k
(»") =
z =2z +k
k
.k §=>(p(2+k) Z)—»(z—ﬂ-—),
z(P"l):]_ 1"'P
alors que
k EE
p ( =) £ 1.
1= P
Soient donc Zy 9 eee B k les pk—raclnes de ( ) =2z +ka
k
<2 . 1Y n
Considérons la suite (R ) neN » définie par R = ZJ -1 a z s OU a1 tecey O 1
P
gsont choisis de telle sorte que Ri Pi (1 O 2 1l geces pk - 1)
fneN, R ZP n+Pk—Zp o, z.(z, +k) =R_., +kR
= n+p":113:1 3=1 73 "3 T S U

Ceci montre, d'abord que tous les Rn sont entiers, ensuite que
"neN, R =P, (mod p) »
vu l*hypothése de récurrence (b) et le choix des aj « Mais alors,

YynelN, R =3 oy TP
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_ 3P y 2
_Zzﬁcpkp' Ry

(mod p)

]

P R+ Ry

KR+ R (mod p) »
Ceci équivaut a
Vne '13 s P k+1

n+p
La formule (10) étant prouvée pour 4 = 1 , on a donc, modulo p ,

= kPn + Pn+p (mod p) o

P 1+(k+1)Pn,

YyneN, P n+

k+1 = kPn + (Pn+1 + Pn)
n+p

ce qui ach®ve la démonstration par récurrence,

3
* *®

THEOREME 2.

(a) La suite Pn esty modulo p premier, périodique, ssns début apériodique,

(b) La période k diviee P -1.
(&) ¥nen, Potp = Pnet * Bn (mod p) .

La suite Pn est donc bien connue (mod p) dés que 1l'on connait

'(PO » Pl s ees s P ) (mod p) .

p=-1
I1 existe, & priori, pp fagons de former une telle séquence. Considérons les
D

p° + 1 séquences (Pi ’ Pi+1 9 ses 9 Pi+p-1) 2 1 =0 3 1 seeer pp . Deux(au moins)

d'entre elles sont donc égales (mod D) .
Soient a et b (a<b) les deux valeurs de i qui correspondent & la premid-
re répétition :
(Pa ISP P Pa+P_1) = (Pb P ? eee s Pb+p_1) (mod p)
On a nécessairement a =0,
En effety si a > 0 , on a successivement

P (mod p)

at+p=1 = Pb+p—1
Py+ P, =P +P (mod p)

]

P =P, (mod p)

(Pa-l ? Pa 9 ose Pa+p_2) = (Pb—l ? P-b 9 vee P'b+P_2) (mOd P) H
contrairement & 1'hypothése de minimalité de a .

n+k
appellera k_  le plus petit de ces k , En d*autres termes, kp - est la période de-

(Pn)nﬁﬂ (mod p) .

Ainsi, V p premier, Ak € {1, eeo » D'} » ¥ n €N, B o, =P (mod p) . On
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(b) Posons £ =p dans la formule (10). Elle donne :

y p premier, Vn€ N, P =P, (mod p)
n+p

DonC, si n>0,
4 =P =P (mod p) .
n+(pp—1) (n—1)+pp
Mais on vient de voir que la suite (Pn)nEN (mod p) » ne posséde pas de début

apériodique, Donc, en fait,

Y p premiery, YV n€N, P =P (mod p) .
n+(pp-1) o

En d'autres termes,
¥ p premier, kpl(pp -1) .

Exemples ¢ k2 = 3 k3 =13 , k5 = T81 » k7 = 137257 3 ees

¥*
* 3*

THEOREME 3, - k, divise (pf = 1)/(p = 1)
N. Be —Pour p=223335,7,o0na kp=(pp-1)/(p-1)-

(a) Pour simplifier 1'écriture, posons 1 + p + p2 + p3 + oo + pk = k%,

P ]
((pP-1)/(p=1))4n  (p=1)%+n

(b) Considérons le tableau des Rn,k (nyke g) défini par
Bigp =1
Rn+1 'k = an’k-l + Rn,k
Rn,k =0 9 si k>n
Rn.O = O °
n k{ﬁiz 3 4 5 6 7 8 9 10 . 11 f{eee
1 i1
2 )1 !
3 1|3 |2 '
4 0 11 |6
5 {B]1035 {50 24
6 |1115(85 225 274 120
7 i21]175 {735 [1624 (1764 |720
8 (l1]28{322 {1960 |6769 13132 {13068 5040
9 11361546 (4536 (22449 {67284 |118124 109584 {40320
10 |11451870 19450 {63273 |269325(723680 |[1172700 1026576 |362880
11 {1 (5511320]18150|157773 9020553416930 |8409500 | 12753576 | 10628640 | 3628800
o il o . ¢ . . N . N . ° o
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N. B, = On vérifie sans peine (par récurrence) que ZZ=1 Rn,k = n!

(¢) La formule

= -1)%* mod 3 k= lgeeens
(12) 1>(p_‘1)*+n 21;;1( D7 Ry, P(p_k)*+k_£+n( p) lyeeesp

se démontre immédiatement, par récurrence sur k , en tenant compte de la défini-

tion de (p - 1)* et de la formule (10),

(@) En particulier, pour k =p , il vient

=2 (-1)¥*r P (mod p) .
(p=1)*m 271 Prl  o*ipepin
Si nous tenions pour assuré le fait que
(13) [p premier et 1<k <p]=> [Rp,k =0 (mod p)]
nous pourrions alors écrire
P =R_ P +R__P (mod p) &
(p-1)*m ps1 0¥+p=14n PsP o¥in
or R, =1 et Ryp = (p-1)t==1 (mod p) (WILSON), Ainsi, en remplagant
(p - 1)* et 0% par leurs valeurs respectives,
P =P =P (mod p)
((pP-1)/(p-1))4n  ™P 2¥1
ou encore, dtaprés (10),
P =P (mod p) ,
((pP-1)/(p=1))n T

ce qui montre que (pP-1)/(p~1) est un multiple de kp .

(e) Reste donc a prouver l'assertion (13).

De Rn,2 = (n(n - 1)/2 et de Rn+1,k = an,k-l + Rn,k s on deduit, par une ré-
currence immédiate que, si k > 1 est fixé, Rn " est interpolé continfiment par
?

un polyndme & coefficients rationnels, de degré 2k - 2 , sans terme indépendant :

Ry, = (nln=1)/2,
R,,3=(n(n=1)(@-2)(n-1))/24,

%m=(£@-1f(n-am-3»M8,
Ry,5= (n(n = 1)(n-2)(n-3)(n- 4)(150% = 302 + 5n + 12))/5460 5 ou.

En outre, le polyndme exprimant Rn doit s'annuler pour n = Oylseecesk=1 ,

1k
Appelons Rzk_z(n) ce polyn8me. Tout revient & prouver que, si nous écrivons

(comme ci-dessus) R2k-2(n) sous la forme du quotient d'un polynéme & coefficients

entiers par un entier d2k—2 » NOus pouvons, aprés simplification, affirmer que

d2k—2 ne renferme aucun facteur premier p >k .

R'n+1,k+1 = an.k + Rn,k+1 » Done

(R2k(n +1) = nﬁa{_z(n) + IRZk(n) .
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Nous pouvons, & titre d'hypothése de récurrence, supposer que RZk_z(n) vérifie
(14). Simplifions par les k facteurs n y n = 1 seeey n =k + 1 . Il vient une

identité du type

k k=1
Q’k(n +1)° + ak_l(n +1) F oeee + °’1(n + 1) + o,

. k .
Finalement, nous savons encore que D +eset a doit stannuler pour n =k .

o
k
D'ou une dernidre identité du type

(n+1-k)(yk__1(n+1)k"1+. e otyg)=n(p, _, 2. "+Bo)+(n"k)(Yk-1 iy, .« etyg) o

D'aprés notre hypothése de récurrence, l'identification donnera pour ﬂ2k(n) des

coefficients du type attendu.

¥*
¥* *

THEOREME 4. — YV p premier, Vn, aelN,

(15) Piowa = (- DTS -0 clp 0 (map) .

(cette congruence est évidemment essentiellement intéressante pour 0<a<p .)

Démontrons (par récurrence) la formule équivalente, V p premier, ¥ n , a €N,

L L
L] = -
(151) Pnp+a = £=O( 1) Ca Pn+a+1--£ (mod p) .
(a) La formule est vraie pour a =0 :
(16) VY p premier, Y neXN, Pap = Post (mod p) &

Prouvons d'sbord (par récurrence également) la forme auxiliaire
(17) V p premier, ¥ neN , Pnpzz§=o Cﬁ P(n~k)p+z (mod P) » k=0yeeen
1° La formule (17) est triviale pour k =0 , et vraie pour k =1 (ef. (10))

2° Supposons ensuite (hypothdse de récurrence) cette assertion vraie pour k=m
(m fixé, m<n) :
- Y/
Pop = 2, 0O Plpem)psg (m0d D)
3° Alors

=3

Pnp 2=0 Ci P{[n~(m+1)]p+£}+p (mod p)

=3

£=0 Cﬁ(P n-(m+1) Jprg+1 * P[n-(m+1)]p+z) (mod p)  (vu (10))

+1
4=1 Cfﬂ 1 Pl (me1) Jpre * 221:0 Cfn PLo- (1) Jprs (mod p)

]

Pn(ar1)Tp * 2=t * OB B e (me)p ot * Fom(mst) Jpr (1) (mod )

+1
4=0 Cﬁm Pl (me1) Jprs (mod p) .

i
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Ceci achéve de prouver (17). Posons k =n dans cette formule, Il vient

Yy p premier, VYV neXN, Pnp = Z;=O Cﬁ PL (mod p) »

clest-3~-dire, d'aprés la formule (3),
Y p premier, Y¥neXN, P =P, (mod p)

La formule (16) est ainsi prouvée.
(b) Hypoth®se de récurrence : la formule (15') est vraie pour a =k

£

(c) Alors elle subsiste pour a =k + 1 . En effet,
+1 Y -1
2 %::1(- 1)t ekl p

1]

¥ p premiery, YneN, P n+k+ 1=4

Pnp+k+1 - n+k-(4-2)
= Prptst * 2 z:o(' 1)t Ci Pkt 14
= Prptice1 + Frprc (mod p) (vu 1'hypothése de récurrence)
= P oyp2 (w02 B) (v (10))
= Z§=O(_ 1)% C£’Pn+p+k+1-£ (mod p) (vu 1'hypothdse de récurrence)
= ZZ:O(- ¥ G oy * Pryerrey) (m0d B)  (vu (10))

5

o= F el

f;=0(- 1)t Cﬁ P (g-2)

= Ppycen ¥ [21;=1(" DF (o = O DR e (gop)d + 1) Py, (mod p) .

i}

ntk=(g-2) * Pn+k-(z_1)) (mod p)
* 25:1(- 1+ Cﬁrl Pt (4=2) (mod p)

1]

Ainsi, en comparant les membres extrémes de cette suite de congruences,

_ L o(ek o nd=l Lk
Poptke1 = Pnake2 +[%(=1(’ 1% (G + O e (gap)d = (= 1) By, (mod p)

clest=d=dire
+1 )
Prorcet = 5 C(-- 1)’ ¢

Ceci achdve la démonstration de (15).

£
k+1 Pn{k+212 (mod p)

2. Nombre de topologies de Kolmogorov sur un ensemble de p $léments ( p premier).

rd

Soit E un ensemble fini & n éléments. Soit & wune topologie sur E , Si
x € E , nous noterons t(x) la fermeture topologique de x (vis & vis de © ),
clest-a=dire le plus petit fermé de & dont x est élément, Evidemment t(x) est

1tintersection (finie) de tous les fermés dont x est élément,

& est une "opologie de Kolmogorov'™" ou " To—togologie" lorsque t : X ~—> t(x)
est injective,

On sait que le demi~-treillis des ordres sur E est dual du demi-treillis des to-
pologies de Kolmogorov sur cet ensemble [1]. Dénombrer les topologies de Kolmogorov
sur E revient donc & démombrer les ordres sur E . Soit donc On le nombre de

ces ordres,
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On a
n=#Ej1(2|3 |4 | 5 | 6 , T
o, 113119 1219 14,231 [130.023 [6.120.850] ...

THEOREME, = [P premier] => [Op =1 (modp)].

Démonstration,.

(A) Soit r une relation d'ordre sur E , avec # E = P » premier. 8 , ferme-~

ture transitive de r u r-1 » est la plus petite équivalence sur E incluant r .

Elle détermine une partition de E en les classes C1 Yeees Ck . Posons 3t Ci =mn,.
La restriction de r & chacune de ces classes 1l'érige en ensemble ordonné. On

regroupe ceux de ces ensembles qui sont isomorphes : on obtient ainsi les engem-

bles 01 9 eee 9 .j .

_ . J
Posons encore s ®i = zi . Evidemment, Zi=1 zi =k o
(B) On sait que
[r' isomorphe &3 r]<=>[3 Pe€ S » T = Flor, ] .
Appelons Zr le "centralisateur" (dans une acception assez libre, puisque

b o é SE ) de 1

-1

Zr ={fes,; " . r.P=1r}.

Posons s Zr =q, ( Zr # # puisque lﬂ € Zr e Ainsi q, > 0). Zr est un
sous-groupe de $E o D'aprés le théordme de Lagrange, on a donc qu# B ? cl'est-
d=dire qup!

Y

Soit maintenant r!' isomorphe & r .

={Pes, ; L . r.f =z}

B’
est une classe latérale de Zr « En effet,

Z
r.r'

-si Fl,.r.p=2pt yalors T =0 o ' , P L » de sorte que si ™ est fixé

dans 32 » ON a

Tyr'

-1 ' . %
VePe Zr,r' y OF € Z, , c'est-a-dire fe z,, ™ .

~ réciproquement, il est clair que [f e z, ] =[P e Z, 9] e
?
Chaque ordre isomorphe & r sera ainsi obtenu .. fois .

I1 existe par conséquent, sur l'ensemble E , (P!/qr) ordres distinets isomor-
phes & r ,

(0) Un é1ément de Zr est nécessairement une permutation des classes Ci dans
chaque 01 Secey Qj ¢ composée avec une permutation des é1léments de chaque Ci .
Par conséquent, Zr est un sous-groupe du groupe Zi de toutes les permutations
“ t . > * - _' * =

ce t‘ype, e qT eSt un lelseur de qr 7# Zr 211...231 n13...n.k1 .
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(D) tercas ¢+ 1<k<pe«= D étant premier, ne peut diviser q: » puisque
n1 <P seser Iy <D Zl <D gecer 23 < p . A fortiori, p ne peut diviser q,
Ainsi (p!/qr) =0 (mod p) .

2e cas ¢ k =1 . - Dans ce cas, le graphe de r ne peut comporter de parties
connexes disjointes, et s = E2 . En outre, tout élément de Zr permute entre eux
(par la transformation r —> Florof }, d'une part les m éléments minimaux
de E , d'autre part les p - m, é1éments non minimaux de E (minimalité par

rapport & r , bien entendu).

Appelons Z:* le groupe de toutes les permutations de ce type. Zr est évidem-

ment un sous—~groupe de Z:* « Donc
) 33t - 1 - ?
q l# 2 =m! (p=-n)t
Comme O <m, <p, p[qr » et 1'on a encore (p!/qr) =0 (mod p) .

Je cas ¢ k=p (c'est-a-dire n, Seee=m =1, § =1 et 21=p).—En
d'sutres termes, Zr = SE et (pl/qr) =1 ( AE est le seul ordre sur E isomor-

phe a 1p )e

(E) Finalement,

= LA
p systdme de représentants q_ 1 (mod p) »

des r non isomorphes

comme annoncé,

Remarque. - En fait, nous avons démontré un résultat plus précis. Soit E un en-
semble fini & p éléments, p premier. Si r #'AE est un ordre sur E , le nom=~
bre d'ordres sur E isomorphes a T (y compris r lui-m8me) est un multiple de
P .-

Conjectures. ~ Définissons la suite (rn) par
n
Vn>1, on=§(=1kpn,krk.
- Tous les T sont-ils entiers 7
- 8i oui, a-t-on T, = 1 fmod p) lorsque p est premier ?

(I'1=1 » r2=1 ? r3==4 s T,=33,

s r =516 xp=13600 » T,=5T2160 , ces)

Comme on a vu que
[p premier et 1<k<pl=> [Pp,k =0 (mod p)] .,

une réponse affirmative 3 la premidre de ces questions entrefnerait de fagon immé-
diate le théordme précédent.

3. Nombre de topologies sur un ensemble de p éléments ( p premier).

On sait que le treillis des préordres sur un ensemble E est dual du treillis
des topologies sur E [1]e Dénombrer les topologies sur l'ensemble fini E de ocar-
dinal n revient donc 3 rechercher le nombre ™, de préordres sur B ,
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On &
31 4 5! 6 Q 7 |
129 ! 355 | 6.942 | 209,527 | 9.535.241] ...

THEOREME, - [p premier] => [n, =2 (mdp)].

Si nous appelons Tk le nombre de préordres 3 k classes sur un ensemble & n
?

é1éments, nous avons

ok = Tn,k %% ?

et par conséquent
Ty = Z;:1 Pn,k Op o
(se rappeler la décomposition canonique d'un préordre en une équivalence et un

ordre quotient.)
Or nous savons déja que
[p premier et 1<k <p]==> [Pp,k =0 (mod p))
[p premier] ==> [Op =1 (mod p)].

Comme P =P =1 et 0, =1, le théordme est alors évident.
Psl Psp 1

A noter que Louis COMTET [ 2] a démontré que
log(log ﬁn)

e d g 1=t

(On sait également que si ReR =N o==> o, Pn ~ exp[n(R + (1/R) = 1) - 1]/ Vﬁ + 1

[3).)

4. Congidérations générales sur un usage des congruences précédentes.
B i . i i e o odad

A partir des dernidres formules données (sans démonstration) au §1 avant le théo-
rdme 1, on peut retrouver le théortme de von Staudt sur les nombres de Bernoulli.,

(Nous utilisons la notation
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B1=% Ba=x 0 B3=g3 By=xp
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ou Izl <2m.)
I1 suffit pour cela de démontrer que

B= (= 0P 5 (- D% e, )/ + 1)

ce qui est relativement facile.
D'ol 1'on tire bien
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ou An est entier, et les p sont les nombres premiers (; 2) tels que p~-1
divise 2n ,

3*
¥* *

On sait [ 4] comment RAMANUJAN, combinant le résultat de von Staudt avec des esti-
mations asymptotiques suffisamment précises, a mis au point une technique rapide de

calcul effectif des Bn .

Nos congruences, utilisées de pair avec les formules asymptotiques (raffinées
suffisamment au préalable) de COMTET, MOSER et WYMAN, devraient mener & des techni-
ques analogues pour le calcul des Pn ’ On et T, e

ADDENDUM [ajouté & la corre tion des épreuves].

En fait, nous avons prouvé, peu aprés cet exposé, que la suite (Pn)neN (mod m)

est périodique, m étant un naturel quelconque.

On a pour périodes k, = 3,

k3 =13, k4 = 12 , k5 = 781 k6 =39,
% ? klO = 20343 9 oo
A noter les faits suivants :

P587 = P588 = P589 = P590 =0 (mod 5) ’
¥ n, Pn;éo,s (mod 8) ,

Y¥n, Pn # 8 (mod 9) o
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