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GRANDES VALEURS DES FONCTIONS ARITHMéTIQUES

par Jean=-Louis NICOLAS

Soit f ¢ N —> R une fonction arithmétique & valeur réelle, On dit que f est

multiplicative si, pour m et n premiers entre eux, on a
f(m) = £(n) f(n) .

En particulier, f est déterminée si 1l'on connatt f(pk) pour tout p premier

et tout k entier.

THEOREME 1. - Soit f multiplicative. On a

lim f(n) = 0 <==> linm X f(p
P OO

Ce théordme et sa démonstration se trouvent dans HARDY and WRIGHT ([ 2], ch. XVIII).

COROLLAIRE, - Soit d(n) 1le nombre de diviseurs de n 3 d(n) est une fonction

multiplicative, et d(pk) =k +1.,0na, pour §>0:

1lim .(.1_(..I}_Z.=O
N0 n6

L]

Démonstration. — On remarque que d(n)/n6 est une fonction multiplicative et on

applique le théordme 1.

THEOREME 2. — On a

115 log d(n) log log n
log n

= log 2 .

Démonstration, — On fixe & . La fonction d(n)/n6 est bornée,

r i
Pour n ..ﬂi=1 pi s ONn a8

an) ot At
S} i=t ki5
Py

n

On constate que (k + 1)/pk6 <1 dds que p 2 21/6 et que

k + 1 1
pkﬁ <1 +-E—I3§—§ pour tout p et k .

On en déduit la majoration, valable pour n entier et § rdel >0 :

d(n) <1+ 1 )21/6
n6 ~ § log 2

En faisant & = ((1 + (1/2)e)log 2)/log log n on obtient :

(1 + s)log 2 logn
log log n

log d(n) <

Dans 1'autre sens, on considére le nombre :

n=p1 oo pj ?
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produit de j nombres premiers distincts (on suppose p1 < g0e < pj ). On a

d(n) = et log n < j log Py

d'ou :
~ log n
log d(n) =3 log 2 > Tog pj log 2 .
Si les nombres Py 2 eee s pj sont les j premiers nombres premiers, on a

logn = e(pj) en désignant par 6 1la fonction de éebyéev (cf. [2], ch. XXII) :

o(x) = Z§<X log p »

et 1'on sait que 0(x) ~ x , d'od il vient :

1 1
log d(n) = (1 = ¢) -—i—f—gBTé—g-f

ce qui achdve la démonstration.

Nombres hautement composés. - S. RAMANUJAN ([4]) donne la définition suivante :

n est hautement composé (h. c.) si

(m < n) => (a(n) < da(n)) .

I1 semble assez raisonnable de considérer ces nombres pour étudier les "grandes"

valeurs de la fonction d(n) . Malheureusement ils sont difficiles & déterminer
(ef. [4] et [3]).

Nombres hautement composés supérieurs. — S. RAMANUJAN ([4], §32) définit aussi

les nombres hautement composés supérieurs (h. c¢. s.) : Soit ¢ >0 . La fonction
n ~—> d(n)/n® est bornée, et atteint son maximum en au moins un point : N , On
dit qu'un nombre N est h. c. S.y s'il existe ¢ >0 , tel que d(n)/ne soit ma-

ximale pour n =N, On a donc, pour tout n ,

an) alm) |

n€ NE
Tout nombre h, c. s. est hautement composé : Soit m <N , On a :
d
@a) <3 o (am) ¢ @ atw) < a) .
m N

Les nombres h, c, s. sont faciles 4 déterminer grfce au lemme suivant :

IEMME 1, - Soit f une fonction multiplicative vérifiant lim f(n) =0 .

Alors, f est bornée, et atteint son maximum aux points :

o,
N'—_n Pl
D P

L'exposant o, est tel que la fonction B b—> f(pe) soit maximale en B = ap .

Démonstration. — Pour p assez grand, comme lim

B) f(pB) =0, on a ap=0 ’
00
et le produit définissant N est un produit fini. 3 aite, soit n = Hp pP yona

() =T, 26D <L 26 ®) < 2

On constate que log f (qui est une fonction additive) se traite comme une
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fonction aux variables séparées.

En appliquent le lemme 1 & la fonction d(n)/n® , on trouve :

1
o =[ ]
POLE

en désignant par [u] 1la partie entidre de u .

l/e .

I1 est commode de poser x = 2 3 soit

log 2

_ _ log(1+1/k)/log 2
A TTE T .

On a alors ¢
(g <P 7)) <= (o, = k)
et 1'on ay pour N = rIp P,

log N = o(x) + B(xz) + oeee + e(xk) + eee
aw) = 7@ Gynlxa) | yntad

(1)

o @ est la fonction de CebySev, et m(x) =2 __ 1. On sait que (cf. (1]

<
8(x) =x + 0(x exp( - ¢ 1og x))
et que @
(x) =11 x + 0(x exp( = c Vlog %)) avec 1i x = fx Lt
n P € 2Tog t °
Pour k > log x/(log 2)2 »ona x <2. Les formles (1) donnent :
log d(N) = n(x) 1log 2 + O(x(1og 3/2)/ 108 2)
(11 x)(1log 2) + 0(x exp( = ¢ 1og x))
log d(N) = (log 2)(1i(10g N)) + 0(log N exp( - ¢ vlog log N)) .

Soit maintenant n quelconque. I1 existe N hautement composé supérieur, tel

]

que

N
ZIlgmsosT.

Comme N est h. cey on a d(n) < d(N) et 1'on a
log d(n) < log 2(1i(log n)) + 0(log n exp( ~ ¢ +log log n)) .

On voit ainsi que l'ordre maximum de d(n) est atteint pour les nombres haute-
ment composés supérieurs. Remarquons également que les nombres hautement composés
supérieurs correspondent aux abscisses des sommets de 1l'enveloppe convexe du graphe

de leg d(n) en fonction de logn .

Fonction r(n) . - Soit =r(n) 1la fonction multiplicative qui vaut :

r(p") = a(p¥) =k + 1 si p=1 mod 4 ,
r(Pk) =0 si k impair, 1 si k pair pour p=3 mod 4 ,
r(2k) =1,

Le nombre de décompousition de 1'entier n on somme de deux carrds vaut 4r(n)
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(ef. [2]y ch. XVI).

On peut définir de la m8me fagon que pour la fonction d les nombres w=hautement

composés supérieurs. Seuls comptent les nombres premiers =1 mod 4 , Bt les for-

mules (1) deviennent

log N = el(x) + 91(X2) + eee + Ql(xk) &
=210, SIS

avec

01(x) = Zr,p=1 moa 4 108 P et m(x) = %pexsp=t mod 4 1 *
Des relations (cf. [17], p. 72) :
Bl(x) = % % + 0(x exp(- ¢ vlog x)) et nl(x = % 1i x + 0(x exp(- ¢ V1log x))

on déduit

log r(N) = 1°§ z 1i(2 log N) + 0(log N exp(~ ¢ +log 1log N)) .

On peut donner un développement limité de 1i(x)

p:4 p:4 2x (n-1)!x X
lix = + + + eee T+ +O( )o
log x log2 x 1og3 x 1ng" x 10g™ (%)
Ce qui nous donne pour l'ordre maximum de d(n) :
log 2 logn log 2 log n log n
+ +O( ),
log log n (1og'log n)2 (log 1ng nij

et pour r(n) :
log 2 log n log 2(1 - log 2)log n log n
Tog log n & 2 +0( 3) *
€ 1og (1og log n) (1og 1log n)
Signalons enfin eue S. RAMANUJAN a calculé ([4], §40) avec 1'hypothdse de Riemann
l'ordre maximum de d(n) : On a alors ¢

m(x) = 1i x + 0(x(1/2)+5)) et o6(x) =x + O(XQ/QHE) ’

et on écrit les formules (1) en tenant compte du 2e terme :
0(x) +6(x,) + o(x{1/2*)

n(x) 1o 2 + n(x)log 3/2 + o(x(V/De)

log N

log d(w)
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