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(Groupe d'etude de Théorie des nombres) .
16e année, 1974/75, n° G195 9 p. 12 mai 1975

FORMES LINEAIRES INVARIANTES PAR TRANSLATION
ET APPROXIMATION RATIONNELLE

par Frangois GRAMAIN

(d'aprds Gary H. MEISTERS et Wolfgang M. SCHMIDT [4])

1. Introduction.

Dans toute la suite, les fonctions et les formes linéaires sont & valeurs com-

plexes.

L'intégrale de Haar sur un groupe abélien localement compact G est définie, &
une constante multiplicative prés, comme l'unique forme linéaire continue, inva-
riante par translation (et non nulle) sur l'espace des fonctions continues sur G

a support compact.

Dans cet exposé, nous étudierons le probléme de l'existence de formes linéaires
invariantes par translation (f. 1. i. t.) et discontinues sur certains espaces in-
variants par translation de fonctions définies sur un groupe abélien localement
compact. Nous ne tenterons pas de donner un catalogue des résultats connus, que
1'on peut d'ailleurs retrouver dans la bibliographie ci-dessous, mais nous montre-
rons sur quelques exemples le r8le important joué dans ce probléme par 1'approxima-—

tion rationnelle,

Rappelons cependant‘que C. GUICHARD a montré en 1887 [1] que toute fonction en-
tidre f(z) peut s'écrire sous la forme f(z) = g(z + 1) - g(z) s la fonction
g(z) &tant entidre ; ce qui prouve que, sur l'espace des fonctions entiéres, toute
f. 1, i. t. est nulle. La démonstration de ce résultat, donnée par APPELL en 1891
et HURWITZ en 1897, repose sur l'utilisation des polyn8mes de Bernoulli,

2. Ie cas de @(T) .

Soit T = R/Z 1le tore & une dimension, que nous identifierons souvent & 1'inter-
valle (0, 1( , et soit ®(T) 1'espace des fonctions indéfiniment dérivables sur

T . On a le résultat suivant [2].

THﬁOREME 1+ - Toute forme linéaire L , invariante par translation sur @(1) est

de la forme L(f) =c fg f(x) dx avee c € £ »ou dx est la mesure de Haar sur

le tore,

En particulier, toute f. 1. i, t. sur @(@) est continue. Pour démontrer ce théo-
réme, il suffit de prouver que le noyau de l'intégrale de Haar est contenu dans le
noyau de L , En effet, le noyau de 1l'intégrale est un hyperplan fermé, et alors L

est identiquement nulle (¢ = 0) ou proportionnelle & 1'intégrale de Haar. Le
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théorsme 1 est donc conséquence de la proposition suivante.,

PROPOSITION. 1, - Si l'irrationnel ¢« n'est pas un nombre de Liouville, toute
. 1 _ Y Lmns
fonction f e O(T) telle que jb f(x) dx = 0 s'écrit sous la forme

(1) £(x) = g(x) - g(x -~ @) avec geo(r) .

Démonstration. - L'image de @(T) par la transformation de Fourier est 1'espace

des suites de nombrés complexes & décroissance rapide,
{un €y, neZ2; VkelN, u, nk -~—> 0 quand Inl -—> + ®} ,

Or 1'égalité (1) fournit #(n) = g(n)(1 - exp(- 2itmy)) . On a donc une décomposi-~
tion du type (1) si la suite, définie par g(n) = #(n)(1 - exp(~ 2ima)f"! pour
In] >0 et £(0) quelconque (puisque #(0) = [b £(x) dx =0 ), est & décroissance
rapide d®s que f(n) est & décroissance rapide. Or, si |||l désigne 1a distance
de x & l'entier le plus proche, on a |1 - exp(2imx)| > > 4||x]| » donc il suffit
qu'il existe deux constantes positives c(a) et k(a) telles que |Inof| = > ¢/ |nl¥
pour tout entier n non nul pour que (1) ait lieu, Mais, cela caractérise les
nombres ¢« irrationnels qui ne sont pas de Liouville, et la proposition 1 est dé-

montrée,

On voit que, puisque l'ensemble des nombres de Liouville est de mesure nulle
(bien qu'il ait la puissance du continu), pour presque tout ¢ 5 toute fonction

f e @(g) d'intégrale nulle admet une décomposition du type (1).

3 Cas de L2(G) .

Dans le cas de L (T) » on n'a pas en général de décomposition du type (1) avec
ge L (y) « Il faudrait en effet que la suite #(n)/||na|| soit dans 22(~) dés que
f(n) est dans 22(~) .

Supposons que la suite 8, soit telle que si w € zz(y) alors a, u € £2(~
L'application de 22 dans lui-méme, définie par U, —> a, u, s est linealre, et
elle est continue d'aprés le théoréme du graphe fermé, Par suite, cette application
linéaire est bornée. Il suffit alors de prendre pour u ~la fonction caractéristi-
que de ({k} pour voir que 8 ~est bornée. Or le théordme de Dirichlet montre que

ce n'est jamais le cas pour la suite

Mais le théordme 1 s'étend au cas de I (G) » ol G est un groupe abélien compact
et connexe. Si G est un groupe abélien localement compact, on note I son dual
[5], et dx sa mesure de Haar, Si G est compact, I est discret, et 1'image de
L (G) par la transformation de Fourier est zz(r) . Sur L2(G) » il existe une
f. 1. i. t. continue unique définie par Q(f) = f(l) = IG f(x) dx . On a alors le
résultat suivant [4],

THEOREME 2¢ = Soit G wun groupe abélien compact connexe. Soit L une f, 1, i, t.

sur L (G) « I1 existe c e C tel que, pour tout f e L (G) s ON a
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L(f) = ¢ J’G f(x) dx .
Ce théoréme résulte immédiatement, comme plus haut, des deux lemmes suivants.

IEME 1. — Soit G un groupe abélien compact, et f € 12(q) tel que (1) =0,

. . . 2
et soit 8) 2eeer 8 € G . Pour qu'il existe gy 10eer 8y € L°(¢) tels que

(2) f(x) = Z§=l gj(x) - gj(x - aj) pour presque tout x € G ,

il faut et il suffit que

3 s (126012 / %,

X€Supp T j=1

|1 -x(aj)iz) <+ o,

ou Supp f désigne le support de la transformée de Fourier de f .

IEMME 2, = Soit G un groupe abélien compact connexe. Pour tout f € LZ(G) s tel

que f(l) =0 , et pour tout entier m > 2 , on a

[ Sempp ¢ (1EO01%/ 2, 11 = x(a)1) aay vov agy < =

En particulier, la série que l'on intdgre converge pour presque tout m-uple

(al 9 ece ) am)eGm.

Démonstratien du lemme 1, — Il y a équivalence entre la relation (2) et

(21) F(yx) = Z§=1 éj(x)(l - X(aj)) pour tout x €T .
Prouvons que la condition est nécessaire : Si (2) est vérifiée, d'aprés (2') on a

‘ Z§=1 1 - x(aj)l # 0 pour tout x € Supp £,

L'inégalité de Cauchy-Schwarz donne
A 2 5% s 2 58 2
f < . . - .
126017 € 25, 18,6017 2 11 = x(ay)]
donc, pour tout ¥ € Supp f ona
A 2 ZF 2 z?- - 2
1£(x)]=/ - |1 x(aj)l S 25 lgj(x)l .
Et comme chacun des gj est dans L2(G) s on a bien convergence de la série con-—
sidérée,
Réciproquement, soit (al ? eee 9 am) e ¢ tel que cette série converge. On
construit une partition de Supp f en m ensembles I1 9 eee 3 Im définis par
I =fxeswp; [1-x(a)l=nax g [1=x(s)]}

I. = {x € Supp $ ; x ¢ I1 U eeo U Ij-

J 1

et

1= x(a)| =max 1= x(a)]} pour 5z2.
Posons alors
“ ) - x(aj))-l si x € I,
gy,(x) = J

0 Sinone.
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Aors la relation (2') est vérifide, et gj est dans L2(G) pour tout j car,
pour x € Ij s On a
" 2 2
|gj(x)l2 = 126017 11 - x(ay) ™ = 12012/ max, qeem 11 = x(a,)]
done
léj(x)|2 g mlf(x)|2 / Z?=1 |1 - x(aj)!2 pour tout x € Supp £,

Cela achéve la démonstration du lemme 1., Pour le lemme 2y nous utiliserons le ré-

sultat classique suivant.

IEMME 3, - Soit H et K deux groupes abéliens compacts, et 9o: H-=>K un

homomorphisme continu et surjectif, Si ¢ € Lt(X) , alors .f ¥ o odh —f ydk ol
dh et dk désignent les mesures de Haar de H et K.

Prenons H = Gm s K= Tm

et <p(a1 Jeeey am) = (x(al) Y x(am)) pour un ca-
ractére x € I' non trivial, L'homomorphisme ¢ est clairement continu, Il est
surjectif car x(G) , image continue de G , est compact et connexe et non trivial,
car ¥ # 1 o Or un sous-groupe de T est fini ou dense, donc X(G) =T et
o(G™) = T" , Choisissons d;(tl 3 eee "tm) (Zm l1 - tj!2) =1, Alors si ¢€L1(~_Tm)
on voit que

I ooy 11-x()197 a8, o e I

-~

ne dépend pas de x € I' \ {1} . Et le théoréme de convergence dominée de Lebesgue

montre que 1l'intégrale considérée dans le lemme 2 est convergente de somme
2
(J" 2 W csunp 2 126013 = Jje)3 F a
I1 ne reste plus qu'a montrer que y € LY(1®) st m > 3 » c'est=a~-dire que

.f ces f (Zm | 1-ex:p(21n'x‘_j)12)"1 dx; ees dx, <+ pour m3 3,

Or on a

1 -
I= '% J"(Sn jSin TTX.|2) 1 Xm cee d.Xm
1. 1
= 2m-2 J§ see Ig(zm Sln X, ) =1 dx1 X XY dx
m-4 (3 5y _2y-1
<2 O...f;(ij) dx; ..o dx

m“"fpd;/z 2 eeedx =T

si p représente le rayon vecteur p = (Zm_l J)-1/2 . Or

23 (¥2)/(r(u/2)) J’j "o 4

qui converge pour m > 3 , ce qui démontre le théoréme 2.

4, Liens avec 1l'approximation rationnelle.
R RN TR T S T fautonne e

Nous allons voir que, pour des raisons lides & des propriétés d'approximation.ra~-
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tionnelle, les lemmes 1 et 2 sont, en certain sens, les meilleurs possibles,
d'abord on voit que les translations aj utilisées dépendent de la fonction f 2
décomposer, contrairement au cas de ®(T) . La proposition suivante montre qu'il en

est nécessairement ainsi.

: 2
PROPOSITION 2, - Soit &, seees 2y € (0 1( . I1 existe fe L°(T) tel que

Ié £(x) dzx = 0 et que 1'équation

(2) f(x) = Z§=1 gj(x) - gj(x - aj) pour presque tout x € T

n'a aucune solution en gj dans LZ(E) .

Démonstration. - Si on a (2), on a

$(n) = Z?_l éj(n)(l - exp(- Ziﬂnaj)) pour tout entier rationnel =n ,

Si tous les a, sont rationnels, il existe une suite infinie d'entiers positifs
Vi tels que f(vk) =0,
Si au moins un des aj est irrationnel, on peut appliquer le théortme de Diri-

chlet sur les approximations simultanées :

THEOREME (DIRICHIET), - Soit 8 reeer By des réels dont au moins un est irra-

tionnel, il existe une infinité de (m + 1)-uples d'entiers (q , Dy seees pm)'

premiers entre eux dans leur ensemble, avec q > 0 , ftels que

P.
_hp L -1-1/m
=l <q

Iai pour 1 = 1 9 eee 9o I

On en déduit une suite infinie d'entiers positifs g = Vie tels que

= v agl < 52

donc tels que lexp( - Ziva aj) - 1l.$ 2nv;1/m « On a alors
A -1/m A
1£(uw) | < 2mv Z?=1 lgj(vk)l .
Dans les deux cas, on a donc une suite infinie d'entiers positifs

V<\) <ooo<\)

1= Vo k <V

k+1<...

tels que
2/m |4 2
Zka v o 1R <+ o

puisque les gj sont dans L2(2) .

Or il est clair qu'il existe des fonctions f € LZ(Q) qui ne vérifient pas cette
condition. Posons, par exemple, f(n) = k—(1/2)—(1/m) si n=w et £f(n) =0 si

n n'est pas un Vi e Alors

Sy B2 =5 1B 12 =5 /0 < i,

donc T € Lz(g) s Mais

2/ 2 “i/m /D
m | a 1
Z10,1 weo 1Ew)I" = Zk;z L 1+2/m 22, o 1ro/m = Zkz1 E=t>e.

C. Q. F. D.
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Dans le cas de Q(E) » on n'avait utilisé qu'une seule fonction g » alors que
pour 12(G) on en a utilisé m > 3 + On peut montrer que cela aussi était néces-

saire,

1
PROPOSITION 3. - Il existe f € Lz@) tel que fo £(x) dx =0 et tel que

(2) f(x) = ZI;=1 gj(x) - gj(x - aj) pour presque tout x

ne peut avoir lieu avec mg 2 .,

Pour démontrer ce résultat nous utiliserons un lemme dft & W, SCHMIDT [6].

ILEMME 4. - Soit Py s eee s P n points du carré unité {0g<xg 1, Ogysi} .

Notons Pi Pj la distance euclidienne de Pi _é_ P;j » Alors on a

—— 2 1 2
= S =
o 21$i<jsn 1/Pin > 555 0 log n .
Démonstration du lemme 4, - On a o > Zk.>0 22k )3 lom1 x ! done
2 R R S
2k k=2 3 2k -k
02 g 1+ 0, (27 - 2579 3 e 127 g 27 N(E)
ijs - Pingz 2

si N(s) désigne le nombre de couples (i , j) avec 1< j et Pi Pj < 9§ e

Or, si 8n_1/2 <§<1l,y,o0na N(é) > (n2 62)/64 o En effet,y, soit m 1lsa partie
entidre de 4/¢ . Découpons le carré unité en m° petits carrés d'aire 1/m2 .
Soit \)(p) le nombre des points Pi appartenant au petit carré p . Dans le carré

p s il ya %\)(P)[V(p) - 1] couples de points Pi » et la distance de deux de ces

. . . 2 4 1
points est majorée par Esm <§ 5 donc N(5) > 5 Zp v(p)lv(p) - 1] .
Mais on a Zp(v(p) ~1) =n-n° >n - 16/52 > 7‘3: n . Alors 1'inégalité de Cauchy~

Schwarz fournit

@22 < 5,000 - 0P < (O, D(E,000) - 1) < 2 Z, v(e)v(p) = 1]

donc
2 2 .2
11 2 2_1n n §

Si logn > 20 , pour O\<k<-é-logn,ona 8n-1/2<2_ks1.et la minora-

tion de N(s) fournit

2 =k 2
EDY 2k n” 27 3 n 1 2
024 Og«%lngne 64 —4ZO§<<%logng4_.>-2-65n logn .

Si logng 20, on a
2
n{n-1)1_n 1 .2
D Vg SN S
CFT 7 3 T mg » logn,
et lemme 4 est démontrd,
On peut remarquer que, bien que les minorations aient &t& assez grossiéres, on a

obtenu 1l'ordre de grandeur le meilleur possible. En effet, les n2 points de coor-
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données (-i(; ’ £) avec 0 gk, g4 gn-1 fournissent un ¢ majoré 2 une constan-

te prés par n“% log n .

On en déduit le lemme suivant.

IEMME 5, = Soit o et B deux nombres réels. On a

2)-1 >-§%6 nlogn.

—1(lleall® + liga]

Notons {x} 1la partie fractionnaire de x . Soit P 1le point du carré unité de
coordonnées {aq} s {Ba} . On a I{x} - {y}] > |lx - y]| » done
= l{ei} - (@3}1® + |{8i} - (83312 3 |lala - I+ fola = )P
or si 1<i<jg<n, pur q fixé, on a J=1i=¢ auplus n fois, donc
n 12 2 —1 1 2 1 1
2= loall Bal ™51 2, o (lla(i=9))|P4lp(1-3) D)2 ZI;;-->--n log n .

P2 200
Nous pouvons maintenant démontrer la proposition 3, Si on a = Y

fx) = 8,() - g1 (x = 0) + g,(x) - gy(x - B) avec g, ot g,e1%(2) ,

le lemme 1 montre qu'on a
Znezlf(n)l2 (Jnefl® + o8] < + o ,
car 4|z < |1 - exp(2imx) | < < 2nljx|| 5 done
11 - exp(21me) |2 + |1 - exp(21mp) |2 < 472 (|nof? + [lng]?)

I1 s'agit pour prouver 1la proposition 3 de construire une fonction f ne véri-
fiant pas cette condition, Pour cela, nous avons envie d'une majoration de

”na”2 ”nB” » et le lemme 5 nous en fournit presque une si nous utilisons un ar
tifice du type de la transformation d'Abel :

Posons a(q) = (“qa“2 + “q6”2)—1
Zomt B 1% a() = (12) 12 12(2)|D)a(1)+(1(2) |- [2(3)|2) (al 1)sa(2) ...
+([#(n-1) | % lf<n)|2)<a<1>+...+a<n-1>>+1f<n>r2<a(1>+...+a<n>>

ZZ:=2 (e = 1% - |2(q)|?] Sd0g 9,

« On a

Soit
#(q) = 1/ ]q|1/? 3 2
t(q) = 1/lq logla| pour [ql 22, B(x1)=1, #(0)=
alors fe L2(T) , mais
1#(q - 112 - |#(q) |2 > cl/qg(log 0)° pour q> 1,
donc
n A 2 n 2 2
Zq=1lf(q)| a(q) 2ZQ=2 (c, q log q)/(q™(1og q)°) > c3 log log n ,

et Znez* ff(n)l2 (”na“2 + ”nB”z)—1 est divergente, ce qui démontre la proposition
3.

Nous voyons que les difficultés proviennent de la convergence de la série de
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Fourier de f . Si on suppose que la convergence est meilleure que celle de 22 ’

on a des résultats plus précis :

PROPOSITION 4. - Soit e >0 , et soit f € Lz(g) tel que £(0) =0 et
® . 2
T2 S <+ w

Soit m > 2/¢ un entier naturel. Alors, pour tout m-uple (31 Yeous am) de

nombres algébriques réels tels que {1 , 8y reces am} soient linéairement indépen-

dants sur Z , il existe gy 1ecer & € Lz(l) tels que

(2) f(x) = Z§=1 gj(x) - gj(x - aj) pour presque tout x € T ,

Le théordme de Wolfgang SCHMIDT ([7], page 41) sur les approximations simultanées

de nombres algébriques montre que, sous ces hypothéses, et pour tout § > 0 ,

max, s anj” < q—(6+1/m) n'a lieu que pour un nombre fini d'entiers q . Donc il
exis%e\une partition de ‘g* en m parties Ij telles que “aj q” > elq]‘ﬁ-(l/m)
si quj.

Posons

F(q)(1 = exp(~ 2iﬂaj<ﬂfl si qe I

Il

g.(q)
J 0 sinon

Alors, pour tout qe 3, on a f(q) = z§=1 éj(q)(1 - exp(~ Zinajq» » et on peut

choisir § de sorte que gj soit dans LB(E) car

8,0 < 120 I-em(-2ima; @)1 ¢ & 18] 1aV5 ¢ L |2q)] [q]¥/2

si §\<€/2-l/mo

Remarquons, pour conclure, qu'on connait des résultats principalement sur les es—
paces dont on sait caractériser 1'image de Fourier, mais qu'on n'a que peu de ré-
sultats dans les autres cas. Par exemple, on ne sait pas s'il existe des f. 1. i. t.

discontinues sur l'espace des fonctions continues sur un groupe abélien compact,
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