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Séminaire DELANGE=PISOT=-POITOU G18=01
(Groupe d'étude de théorie des nombres) '
16e année, 1974/75, n° G18, 13 p. 5 mai 1975

UN THEOREME DE SCHNE IDER-LANG
SUR CERTAINS DOMAINES NON SIMPLEMENT CONNEXES

par Daniel BERTRAND

1¢ Introduction.

Dans la plupart des démonstrations de transcendance, on construit, & partir des
données du probléme, une fonction analytique admettant de nombreux zéros. Des con-
sidérations arithmétiques permettent de minoter ses valeurs en certains points.
Pour en obtenir des majorations, on fait alors appel a un "lemme de Schwarz" qui,
en raison du nombre élevé de zéros connus de la fonction, améliore 1'inégalité
donnde par le principe du maximum, C'est ce type de démarche qu'on utilise pour dé-
montrer le théordme de Schneider-Lang (voir [4], théoréme 3.3.1), selon lequel deux
fonctions méromorphes sur le corps des nombres complexes, d'ordres finis, algébri-
qﬁement indépendantes et vérifiant certaines équations différentielles algébriques,
ne peuvent prendre simultanément des valeurs dans un corps de nombres donné qu'en

un nombre fini de points.

Nous nous proposons ici de montrer que ce critére de transcendance est encore va-
lable lorsque les fonctions considérées sont seulement méromorphes sur le complémen-
taire dans ‘g d'un ensemble fini de points (paragraphe 2). La démonstration, dont
le principe est esquissé au paragraphe 3, est calquée sur la démonstration classi-
que : la nouvelle hypothése n'introduit de difficultés qu'au moment des majorations
analytiques, pour lesquelles on doit suivre une méthode analogue & celle du théo-
réme des trois cercles de Hadamard (paragraphe 4). Le "lemme de Hadamard—Schwarz"
ainsi construit est discuté au paragraphe 5. Enfin, le paragraphe 6 est consacré a
une application du nouveau critére de transcendance aux séries d'Eisenstein de
poids 4 et 6.

Nous avons donné les démonstrations dans le cas complexe. On peut les reprendre
sans difficulté dans le domaine p—adique. Le corollaire énoncé au paragraphe 6 est

alors particulidrement intéressant (voir & ce sujet [ 2], théordme 2).

2e Un nouveau critdre de transcendance.

L'étude analytique des fonctions méromorphes sur le complémentaire dans C d'un

nombre fini de points nécessite 1’introduction des définitions et notations sui-
vantes,

Soient a un nombre complexe, f wune fonction analytique dans un voisinage de
a privé du point a ; et y un réel strictement positif. Nous dirons que f est
d'ordre fini, inférieur & y , au point a , s'il existe deux réels positifs r et

A tels que g
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(0< |z - a|] gr) => (|£(2)] < explalz - a|™)) .

Une fonction f analytique dans le complémentaire d'un compact de C sera dite
dtordre fini inférieur ou égal & y & 1l'infini si la fonction f(z™1) , analytique
dans un voisinage de O privé de O , est d'ordre fini inférieur ou égal & u en

0 .

Soit (g) = {ao I ag} un (g + 1)-uple de points de la sphdre de
Riemann 21(9—) . Nous notons JC(E) lt'ensemble des fonctions analytiques sur le
complémentaire dans El(g) de 1'ensemble des poir(lts 8y » 8‘1 9 eee 9 ag s et
R O C) SR AR

uple de nombres réels strictement positifs, Si f désigne un élément de JC(E)

d'ordre fini en ces points. Soit (u) = {p.(o) ’

dtordre inférieur ou égal a wy au point a; pour 1 =093 19 eas 9 & 9 nOUS
dirons que l'ordre de f est inférieur ou égal a (H:) .

Le corps des fractions de Jﬁ(_g_) est noté m(g) o Un élément de JTL(E) est dit

(0) , u(l)

d'ordre inférieur ou égal a (J:E) = {u .« 1 g)} s'il peut s'écrire

comne quotient de deux éléments de 3@(3) d'ordres inférieurs ou égaux a (P:) .

Le critére de transcendance que nous avons en vue peut alors s!'énoncer de la fagon

suivante

PROPOSITION 1. - Soient K wun corps de nombres plongé dans Cs

(_?;) = {aO ] 8-1 ? ees 3 ag}

un (g + 1)-_1;ple de points de sphére de Riemann ; fl et f2 deux é1léments de

JTL(_Q,) algébriquement indépendants sur K . On suppose qu'il existe g-2 éléments

de m(g) : f3 ? eee 9 fg, » tels que la dérivation d&/dz opére sur l'algdbre
I{fl 9 oese ) fz] e
(o), (1) (e)

W ? eee 3 | s et N g + 2 nombres réels strictement posi-

Soient
tifs, tels que :E'l soit d'ordre inférieur au égal a (ﬁ) = {p.(o) ’ u.(l) fevey p.(g)] ’
et f

5 d'ordre inférieur ou égal a (MJ:) = {M(O) ’ M(l) 9 eee 3 M(g)} .

Alorsy si pour tout entier positif 4 , vq désigne le cardinal de 1'ensemble

ad des nombres complexes ( tels que le corps K(fl(g) 9 cee fz(g)) soit une

extension algébrique de degré d de K, ona:

(1) ZdEN%g-$ (u.(o) + p.(l) + eee + p.(g))(l +A) [K:Q].

Remarque 1. — En ce qui concerne 1'hypothése de dérivation, on peut remplacer
1'opérateur d/dz par d'autres dérivations sur 1'algébre Kf::f‘1 9 see 9 fz] (voir,
par exemple, [ 4], exercice 3.3.e). L'opérateur z(d/dz) convient (voir [2]), et
nous l'utiliserons au paragraphe 6. Signalons d‘'autre part que 1'hypothdse de déri-
vation est un cas particulier d'une hypoth®se plus générale concernant les pro-
priétés arithmétiques du développement de Taylor des fonctions f et f_ aux
points de l'ensemble & = U 3. . Les critdres 1 et I de [1] (premidre partie)

deN ®d
stétendent alors au contexte actuel.
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Remarque 2. - La proposition est encore valable lorsqu'on remplace le corps des
nombres complexes par un COrps valué non archimédien complet algébriquement clos de
.caractéristique O et de caractéristique résiduelle non nulle, par exemple par le

complété -gp de la cl8ture algébrique du corps des nombres padiques.

Avant de passer & la démonstration de la proposition 1, nous indiquons ce qu'elle
exprime dans certains cas particuliers. Nous notons vy = vy le nombre des points
de C ou les fonctions f, s eee » fz prennent simultanément des valeurs dans le

1
corps de nombres K .

(0)

Cas 1 ¢ S81i g=0, et aq est le point & 1'infini de ‘21(9) ) W =Py majore
1'ordre de croissance ordinaire de la fonction méromorphe fl « Soit p, un ma.jo-
rant de celui de f2 . On peut alors choisir A = p2/p1 » et la conclusion de la

proposition s'écrit

vy
On retrouve ainsi le théorbme 1 de [1] (premidre partie), d'ou 1l'on tire 1'énoncé

plus classique (voir [4], théordme 3.3.1) @
(1 bis) v (pg +0,) [K: Q]

Cas 2: 81 g=1,cet {ao ’ al} est le couple {w 5 0} » clest-d~dire si les
fonctions considérées sont méromorphes sur gf C = {0} 5 on a, lorsque f, et

1
f, sont d'ordres inférieurs ou égaux & (y) = {H(O) ’ u(l)}

Zdaq-?S 2(u(0) + u(l)) (X :Q].

Dans le cas ou u(O) = u(l) = p , on obtient alors en particulier (voir [2],

théoreme 1) @

(1 ter) v <4plK : Q).

3. Principe de la démonstration du critére.

Posons 3 = UdEN dqg 1 et soient £,y .o Oy @ éléments de 3 ., Pour
= -~ , t .
n 1 9 see s I 3 nous notons én le degré de ltextension K(fl(gn) Seecy fz(cn))

sur Q o Nous allons montrer 1'inégalité

(2) A A CRR N
qui entratne que la famille {[K(f (C) » o0 » T (g)) Q]-l} est sommable, de
somme inférieure ou égale a (u(O) + eee + u(g))(l + ) . C’est 1'indgalité (1) du
critére,

Soit S un entier arbitrairement grand. Les notations o et O se rapportent a

la variable S tendant vers + =« ,

Premier pas : Soient @ et a, deux réels positifs de somme inférieure ou

égale & 1 o Le lemme de Siegel permet de construire un polynSme non nul
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Xl K2
P.(X. , X)) = . P X7 X,
S 1 2 %1:'09000’111,k2=0’0003112 K1,>\-2 1 2
dont les coefficients p A, sont des entiers de valeurs absolues majorées par
! 2
exp(9(s)), dont les degrés sont majorés, pour i =1 , 2 , par Li=Sl-ai(log S)l/ )

et tel que la fonction F = Ps(f1 ’ f2) vérifie @
k
i—EF(;n)=F(k)(z:,n)=o, Pk=0,1resS=13 n=1,.00sm.
dz
(Pour une démonstration de cette construction classique, voir [4], page 3.12, ou
[1], premidre partie, lemme 1).

Deuxiéme pas : Les fonctions fl et f2 étant algébriquement indépendantes sur

Q » la fonetion F ne peut 8tre identiquement nulle. On peut donc définir, pour

tout p=1, ¢es » my le plus petit ordre de dérivation, soit 9 > S , tel que

(o)
PP () A0
Soit alors n wun entier, désormais fixé, compris entre 1 et m , D'aprés les
g (resp. 62) de R(g) ’
d'ordre inférieur ou égal i Qé) (resp. (Ng)) s non nul en gn » et tel que la

hypothéses analytiques du critére, il existe un élément ¢

fonction o, 1, (resp. 0, f2) soit un élément de #(a) d'ordre inférieur ou égal
a (g) (resp. (A\g)) « La fonction

est alors un élément de R(g) .

Le nombre de zéros(bomptés avec leur ordre de multiplicité)de la fonection f est

supérieur ou égal a Oy + eee + O o L'ordre du zéro gp de f est en effet op 3

1
on pose ¢
(c.) L L (c.)
2
Yo =T g ont =0, (g) 0,%(c)(F (g o t) .

Troisiéme pas : Minoration de Iynl « Ce pas est de nature arithmétique. L'hypo-
thése de dérivation entrafne que F(Un)(gn) est un nombre algébrique. Comme il est
non nul par construction, on sait minorer sa valeur absolue, De fagon précise, on

a (voir [4], page 3.15) :

a,)
dtou - log((cn!)_l.F n (Qn)) < (61’1 + O(l))o’n log o, 0

(3) - loglynl < (5n + o(l))cn log O, e

Quatridme pas : Majoration de lynl « Ce dernier pas est de nature analytique, et

nous en détaillons la démonstration au paragraphe suivant., I1 fournit une majora-
tion de lynl en fonction du nombre de zéros de la fonction f (inégalité 6), qui
conduit a la relation :

(4) O+ eee + 0, < (u(o) + eee + p(g))(l + h)(én + o(l))dn ’

valable pour tout n =1, ,.. , m,
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On en tire :
Z§=1 [(u(o) +oeee + p(g)Xr+x)(an s T g1,

d'oh 1'inégalité (2) recherchde, lorsqu'on laisse croftre S indéfiniment.

44 Le quatridme pas.

Hypothéses et notations : L'ordre d'une fonction en un point régulier ou en un

p8le étant inférieur & tout réel strictement positif, on peut se contenter de dé-
montrer la proposition 1 dans le cas ou le point a, est le point a 1'infini de
,gl(g) « En raison du r8le particulier qu'il joue alors dans la démonstration, nous

posons ¢

(0)

Py =0 r Py = A .
De fagon générale, nous notons, pour j =0 5 1y eee 5 g ¢
(3 j (5 (3 () _ (3, (@
ulJ) _ u(:J) , p‘23) - DR ¢ ) wid) ua;1) .
_ (3) (0) (3)
M= Z?;O m ’ MO =M~nmn = Z§=1 m .
Nous appelons lemniscates généralisées les lignes de niveau de la fonction
wt C—>R, définie par .
m(J)/MO
w(z) = 1 lz - ajl .
Pour tout élément h de R(g) s tout réel positif R , et tout nombre complexe

a » nous notons :
Ca,R (et CR si a =0 ) le cercle de centre a et de rayon R .
KR la lemniscate généralisde {z €C s w(z) = R} .

|hl (et lth si a=0) le maximum de Ih(z)l quand 2z parcourt Ca

a,R ,R ¢

“h“R le maximum de |h(z)| quand z parcourt Kp o

Enfin, nous reprenons les notations du paragraphe 3 concernant les entiers S ,
o, 2 ot 1'é1ément f de R(g) défini au deuxi®me pas. Nous connaissons, en tenant

compte des multiplicités, h = oy + eee + o zéros de f .

o
Considérons alors la fonction ¢(z) = f(z)/ﬂi;l(z - gp) P, Clest encore un 14—
ment de XK(a) . Soient B et By deux réels strictement positifs, et posons :

B
R =P » Ry = Cnp ={ze C3; R 1

n » X -1

R ',RO

Pour tout réel € , le fonction

<ul(z) < RO} .

(3)
ug(z) = € Ej;l mM; loglz - aj + logla(z)l

s et y vérifie :

est sous~harmonique dans X -1

R ,RO
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(¢) < sup ug(2)
Ue G zGKR_luKRO g

< sup(g log R-L + log”¢HR~1 » € log Ry + 1og”¢”RO) .
En particulier, on obtient, en choisissant € = log(]]cg[]R_l/“qo”Ro)/log(Ro/R-l) :

V(e xR_ ’ 1og(|l¢HR_1/H<pllRo)log n(¢)+10g(r/R") 10g](g) |

I’RO 1
< log R, logli® - log R log)je
0 “ ”Rfl ” “RO !
soit

(5) 10g(ry/R 10ele(g)]| < 1og(RO/n(g))1ochpIIR_1+log(n(;)/R"1)10gH¢pHRO .

L'inégalité (5) exprime que la fonction 1ogi¢(g)l est une fonction convexe de
loglu(g)l o Elle est bien entendu a rapprocher du théoréme des trois cercles de

Hadamard (voir 1'inégalité (5 bis) du paragraphe 5).

Les réels R et RO étant fonctions croissantes de Oy 0 donc de S , on peut

supposer que les points gl ? eee 3 gm appartiennent tous & x._l « Nous allons
évaluer les différents termes de 1'inégalité (5) lorsque ([ est le point gn .
Nous rappelons que les notations o et © se rapportent & 1la variable S (donc a

R et R, ) tendant vers + o .
g
De f(cn)(gn) =o,t ng;lsp#n (gn - Cp) g c9<gn) » on tire

10gl‘Ynl < 108‘]‘9(%)' + o(l)oh .
log n(g )| = 0(1) .
De “fUR—l z ”¢”R-1 ) infzeKR_1 n§=1 |2 - gpl ¥ s on tire :

Log|@ll -y € log|f]|p~y + 0(1).h .

(e)
X P
De méme, Hf“RO > “¢”RO x J.nfzeK.Ro ﬂ§=1 |z - gpl entratne
Logellp < Logl|£llp = (1 = o(1))(10g Ry)n .
On déduit alors de (5)
(10g Ry+log R)logly | < (1+0(1))(10g Ry 1og]|f|[p~, +log R 1og“f”R°)-th ’
ob A est minoré par
log Ry log R < A + o(1).1og Ry log R ,

soit, aprés division par log Ro log R

log||f og|
0 2. (0 oS T g g 000,

La connaissance de la croissance de 1s fonction lfl au voisinage des points a

i
6t & 1'infini nous permet d'exploiter cette inégalité,



G18~07

Pour R et R, suffisamment grands, il résulte de la définition des lemniscates

0
généralisées Ko et qu'il existe deux réels R et §O vérifiant R < O(R),
O(RO) » et tels que le compact X, Ry soit contenu dans le domaine borné
par le cercle Cx et les g cercles C J=19 eee v 8.

Ro a ’ﬁ—Mo/m(j)

En conséquence, on a, pour i =1, 2 4 et d'aprés la définition de 1l'ordre des

fonctions f1 et f2 H

llog £3llg, < exp(0(RG*)) »
(3)y. (3)
”ei fi“R"l § supj:l,...,g {exP(O(R(MO/m ! Jops ’ )} .

D'ou, en vertu de l'expression de F donnée au premier pas de la démonstration :
loeflfllp < O(r, BE + 1, Rf2) ,

Log]|£]| gy < ofwmp,_, {1 B (J)\qo/m(.]) ‘i, Rue(J)Mo/m(J) 1,

soit

1og“f”Ro g o[ (o1l | 1 ¥Bolo) (10 Gn)l/'?]

(3),.(3) ;
l°g”f”R~1 <9 (logo )“xsupJ 1;...,g{ L1~=oy My, /m(J 1“0§+BM°u£j)/m(J)}]

Nous cherchons & rendre négligeables les expressions ci-dessus dans 1'inégalité
1
(6)y ce qui sera le cas si elles sont du type O(on(log cn)s) « Les conditions
@ 0 oy >0 et @, + a2.S 1 1imposent, pour choix optimal,
= l/Mo ’ BO = 1/(p1 + 92)

En effet, les relations ugj) = xugj) pour j =0 5, 1 5 eoe 9 g€ entratnent

alors ¢
w0 <1/ e 2) = 0 /o) 4 0)) = oy
uéj)/m(j) =21 +2) = pz/(p1 *0,) =y

et 1'on obtient
log“f”Ro O(o (1og o )1/2) s
logl|fll— < 0o, (108 on)l/z) .

On tire alors de 1'inédgalité (6) :

M
<(1+ 41))[@(———-—7-) s f cpz)loglynu

log Oy
d'ou, en vertu de la minoration arithmétique (4), donnée au troisidme pas de la dé-
monstration,

hg(1+ o(1))(u, + p, + p,)(8, + o(1))o, »
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soit
(4) Oy * eee t o & (u(o) Foees u(g))(l + x)(bn +o(1))o, .

Pour n =1, ..s » m, les indgalités ainsi obtenues permettent de conclure la

démonstration de la proposition 1.

5¢ Le lemme de HadamardeSchwarz.

Dans la démonstration précédente (quatridme pas), il convient de distinguer trois
principes ¢ d'une part, comme dans la démonstration classiques nous avons introduit
la fonction ¢ afin de tenir compte du nombre de zdéros que posséde la fonction f
dans un compact fixé ; par ailleurs, la considération des courbes de niveau KR a
permis de cerner la géométrie du probldme (1eurs composantes connexes fournissent
en effet une représentation de 1'homotopie de 1a sphére de Riemann privée des points
o A 8 ) ; enfin, nous avons pondéré les facteurs qui interviennent dams
le produit » en fonction du type de singularité que présentent les fonctions f1

et f2 en ces points,

Nous donnons ici une application simple des deux premiers de ces principes, lors~
que les fonctions considérées sont analytiques dans une couronne. On peut sans dif-
ficulté étendre 1'énoncé qui suit & 1'étude de fonctions analytiques sur un domaine

borné par deux lemniscates.

Nous conservons les notations du paragraphe 4. De plus, nous notons, pour tout

réel R supérieur ou égal & 1 , Gh"l,R la couronmne {z € C ; g1 < lz|l g m} .

PROPOSITION 2, - Soient R > r > 1 deux réels, f une fonction analytique sur

la couronne gR'l,R » admettant h zéros (comptés avec leurs ordres de multiplicitd)

dans la couronne Cﬁ"l,r » Posons o = log :/log R e Si l'on suppose r> 2,
o <~% N lflR >1 et lflR.l > 1, alors
2 1+ (1) (1=-100)h
(6 vis) 212 < (lelg el ) e (§) (11000

Dém tt. . - . ro 2 _
onstration. - Soient ¢ un élément de Ci1,p de module o, {gi}i=1,...,h

les zéros de f dans Cf'l r (répétés en tenant compte des multiplieités), et o
’
la fonction analytique dans qu R définie par :
H

£(z)/Th_(z - ¢) .

Il

o(z)

On a

lo(g)] = (2r)B
)—h

1£(c) |

A

"1)--1’1

I:le'l S !f,R—l x (r—l -

Le théordme des trois cercles de Hadamard permet d'écrire :

(5 bis) 10g(R/R™1) logle(g)| < log(p/E 1) loglol, + 1og(r/p) loglmlR_l .
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pe rlg p<r,on tire, en vertu des inégalités précédentes, et de 1'hypothdse

N\
el > 1, Iflp > 10

Rl
2 1og R loglw(g) |<log(xR) (Log|t | +10g| 2] oy )-h(10g % log(R-r)+1og(Rr)logteE)

soit
log(rR R
2 log|£(g) ] S—l—i—é—'ﬁl (tog(|flgeltlpmy) = (108 3) x n.B
ol .
_ log(R - r) log(2r) - log(Rr) Rr 1
B = log R -2 10g§§7r5 log(R,/r)'log R-r  1ogR°
OI"
log(R - r) 2 (log R) - 1 d&s que %-< 1 - e"1 o
log(2r) 2 S
Tos(B/T) < - o des que r > 2,
Rr N r -1
logR_rslogr+1 des que -§<1-e .

Pour r > 2, et o = log r/log R <-% » on a donc :

- +
331"10;3(1*1 ay | g2 ta

1l +o 1l -q
1l +«
21~ 5 T o > 1= 10x »
Ainsi, pour tout élément (¢ de la couronne Cé,l’r :

2(0) 12 ¢ (Il ]y )1 (&) (1m10008

ce qui entratne 1'inégalité (6 bis) de la proposition 2. On peut remarquer que
lorsqu'on fait tendre o vers O dans 1'inégalité précédente, on retrouve 1'iné-

galité (6) du paragraphe 4, dans le cas ol g=19 R= R, et o, =0

Conclusion. - Les différentes extensions du lemme de Schwarz que nous venons

d'indiquer permettent d'énoncer les principes généraux suivants

(i) les critéres de transcendance obtenus sur les valeurs de fonctions méromor—
bhes dans un disque s'étendent aux fonctions méromorphes sur une couronne (et, plus

généralement, sur un domaine borné par deux lemniscates).,

(ii) les critdres de transcendance obtenus sur les valeurs de fonctions méromor—
phes sur C s'étendent aux fonctions méromorphes sur le complémentaire dans c

d*un ensemble fini de points (en particulier, sur _gf =C - {0} ).

Questione — On sait aue le théoréme de Schneider—Lang s'étend & 1'étude des fonc—

tions méromorphes de d variables complexes (théoréme de Bombieri). D'aprds le

théoréme de Hartogs, les fonctions méromorphes dans le complémentaire dans Cd

d'un ensemble fini de points sont encore justifiables du théordme de Bombieri,
puisqu'elles sont prolongeables en des fonctions méromorphes sur _gd « La générali-
sation naturelle du probléme précédent est en fait la suivante : Existe—t—il un
lemme de Schwarz pourune fonction analytique sur le complémentaire d'un diviseur

algébrique de _gd (par exemple ¢ z, =0, ou 2z =0)°?

1 1 22 Xy Zd
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6e Application aux séries d'Eisenstein.

Soient A un réseau du plan complexe, {wl ’ ub} une base de A telle que
T = wl/“b ait une partie imaginaire positive, Pour tout entier k strictement

supérieur & 1 , on pose

' 1
Gk(wl ’ w2) = Z:m,n k
(m“i + nuw,)
La série G (r) = ;> G (u » w)) Aéfinit une forme modulaire pour SL,(2) » de
poids Zk , dont le développement de Taylor 3 1'infini en la varisble q = exp 2inT

stéerit
G (1) = 2¢(2) B, (q) »
avec
Byla) = 1+ (= 0F (a/B) 57 o, () ° .

(Dens cette expression, B, désigne le k-idme nombre de Bernouilli, et cZk_l(n)

la somme des puissances (2k-- 1)-idmes de 1'entier n .)

Nous appelons série d'Eisenstein normalisée de poids 2k 1la série E2k .
Il est bien connu qu'a des facteurs rationnels prés, les nombres Gz(w1 ’ w2) et
GB(wl ’ w2) apparaissent comme coefficients de 1'équation différentielle satisfai-

te par la fonction elliptique de Weierstrass P de périodes w, , Wy o Un co-~

1
rollaire, dft & SCHNEIDER, du théoreme de Schneider-Lang énonce que toute période

non nulle d'une fonction elliptique de Weierstrass d!invariants algébriques est E}-
lindairement indépendante de m . En conséquence, pour tout W 1'un au moins des

nombres G2(w1 s 2im) GB(wl y 2im) est transcendant. Mais

(- D (®8/(2)1) By () o

It

G w, » 2im) = (2in5‘2kx 2¢(2) E, (q)
et, en particulier :

(7) E4<q) = 41 x 30G2(w1 ’ 23'.11) : E6='\q) == 6! x 42G3(w1 ’ 21TT> s

Donc, on a le résultat suivant,

PROPOSITION 3. - Les séries d'Eisenstein normalisdes de poids 4 et 6 ne

beuvent prendre simultanément des valeurs algébriques,

Nous allons montrer comment le nouveau critére de transcendance obtermu au para-
graphe 2 permet de retrouver ce résultat, lorsque e'est le point de vue de Jacobi,
et non celui de Weierstrass, qui est utilisé, L'intér&t principal du point de wvue
de Jacobi réside dans le fait les fonctions elliptiques Pq de Jacobi -Tate ont
encore un sens dans le domaine p-adique, alors que les fonctions pA de Weier-—
strass n'y sont définies qu'au voisinage de 1l'origine. Nous n'allons faire la dé-
monstration que dans le cas complexe, mais le principe en est universel, et les ré-
sultats que fournit sa traduction p-adique (voir [2]) ne pourraient &tre obtenus a

partir do 1'étude de fonctions de Weierstrass. Néanmoins, afin d'expliciter la dé-
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marche que nous avons suivie, nous avons indiqué a chaque pas comment les deux

points de vue sont 1iés (formules 8 et 11 ci-dessous).

Définition des fonctions Pq : soient ¢ wun nombre complexe non nul de module

strictement inférieur & 1 , et 1 un élément du demi-plan de Poincard tel que

q = exp 2int . Le corps des fonctions méromorphes sur C 5 admettant les points du
réseau A = 2inT.Z + 2im.Z comme périodes, est engendré par la fonction elliptique
PA et par sa dérivée pé = (d/dz)pA » On démontre de m8me que le‘corps des fonec-
tions méromorphes sur C =C ~ {0} admettant q comme période (multiplicative)

est engendré par la fonction elliptique de Jacobi-Tate &

n n
P (z) =2 2 +Llooy 9
q neZ (1 - qn Z)2 12 n21 (1 - qn).?

et par sa dérivée pour 1'opérateur de dérivation D = z(a/az) s

Dy(2) = 2(3/a2) B (2) = By (& 2407 2D)/((1 = 4 2)7)

L'application exponentielle permet de définir un isomorphisme du groupe des
points complexes de la courbe elliptique o/ (2immz + 2inZ) sur le quotient _g#/qg
du groupe multiplicatif g# par le sous—groupe engendré par les puissances entid-

res de q o De fagon précise, on a, pour 2 = exp 2inz (voir [3), I, 4, §9, for-
mule 14) :

(8) Pq(Z) = pA(Zinz)
[2(a/az)Fp (2) = Dp (2) = [53 (a/a2) U(p,(2in)) = p3(2im)
L'équation différentielle
032 = 4p> - 606, (21t » 24m) p, - 1406 (2inT , 2im)
peut alors s'éerire, grice a (7)
2 3
(9) (0 ) = 427 - (1/12)E, (@) + (1/216)B,(a)

Détermination de 1'ordre de Pq ¢ considérons la fonction ®q » analytique sur
g# » définie par :

(10)  8,(m) = (1=ZH T [(1-¢* 7N - & 2)/(1 - 2T

Elle correspond & la fonction Th de Weierstrass associée au réseau
A= 2irTZ + 2ing
par la formule :
(11) o(2imz) = exp(im, 2% + imz) @q(z) » pour % = exp 2imz .

Dans cette formule, ﬂz désigne la deuxidme pseudo “période de la-fonction CA
de Weierstrass (voir {31} 1, 4, §9, formule 9). On a

Ty = - (28n/12).(1 - 26 0 o (n) &)

Soit a wun nombre complexe n'appartenant pas8 & A s et posons o =_exp 2irma . De
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1tégalité classique
oz = 2) o)z + )

(z) - p,(a) = L
PA PA crA(a) O‘A(— a) [CA(Z)jz
on tire, gréce a (8) et (11), pour Z = exp 2inz :
® (%/a) ®q(az) .

(12) P (2) =P (o) =32 x .
2 -
q ¢ [®q(z)] @q(cx) ®q( o)
Soient R wun réel supérieur & 1 , Z un nombre complexe de module R , et 3z

un nombre complexe vérifiant

2
Z = exp 2imz et ]z12$%+-g—1-%—hi-‘

4TT2

La fonction analytique (sur C ) o) étant d'ordre 2 , on déauit de (11) :
2
|01 < exp 0(]2]°)
< exp 9((10g R)?) .
On démontrerait de méme ¢ |®q|R"1 < exp 9((1og R)a) « Signalons d'ailleurs qu'on
peut déduire ces majorations directement de 1l'expression (10). Ainsi, pour tout

réel positif ¢ , la fonction @ , analytique sur _Q_* s est dordre inférieur a
(e s¢e) en (vo,0)., D'aprés (12), il en est de m8me de la fonction Pq .

Démonstration de la proposition 3. - Soit K 1le corps engendré sur Q par les

nombres E4(q) ’ Es(q) « Le point =~ 1 est un point d'ordre 2 de 2*/,:@ (11

correspond au point im sur la courbe elliptique _Q_/A )s et 1'on a :
[K(Pq(— 1) DPq(- 1)) +k]g 3.

Supposons alors que K soit un corps de nombres de degré § sur Q » et choisis-
sons g = 1/(165) o Les fonctions fl(z) =2 et fz(z) = Pq(z) vérifient les hy-
pothéses de la proposition 1 (lorsque ctest 1'opérateur de dérivation D=Z(d/dz)
qui est considéré (voir 1la remarque 1 suivant la proposition 1 et 1'égalité (9))
aw’rec g€=1, aj=ow, a =0, fB(Z) = DPq(Z) » (W=(ese) y et A =1 . En con-
séquence, on a

vy +-\’23+v_33\<"1“61-6'-6 S% ’
ce qui contredit le fait que 1'ensemble U3 J; est non vide., Le corps K ne

d=1 "d
peut donc &tre un corps de nombres et la proposition 3 est démontrée.
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