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SUR L’ÉQUATION DIOPHANTIENNE y2 = x3 + k

par Hervé MOULIN

(d’après 

Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU

(Groupe d’ét-ade de Théorie des nombres)
16e année, 1974/75, n° G14, 8 p. 7 avril 1975

Le problème de la représentation d’un nombre entier donné k par la différence

d’un carré et d’un cube a intéressé de longue date les mathématiciens. DICKSON

relève ce problème dès 1621 dans la littérature chap. 20).

L’intérêt de cette équation

est sans doute qu’elle est "la plus simple des équations diophantiennes difficiles".
Bien qu’aucune méthode de résolution systématique de (*) n’ait été trouvée à ce
jour, démontra, en 1909, un théorème qui permit à MORDELL, en 1922, de prouver

que, pour tout k non nul, l’équation (*) n’a qu’un nombre fini de solutions (cf.
Mais cette méthode ne permettait pas un calcul effectif

d’une borne de ces solutions : on doit ce calcul à BAKER (cf. BAKER [2J).

1. Méthodes de congruence.

Soit F(X1 , ... , Xn) un polynôme à coefficients entiers. Alors, s’il existe
des entiers (x1 , ... xn) solutions de F(x1 , ... , xn) = 0 la même équation a
une solution modulo n (pour tout n ). Cette remarque très simple fournit une in-
finité de conditions nécessaires; à l’existence d’une solution. Une autre condition

nécessaire est que l’équation ait une solution en nombres réels (x1 ,..., xn) .

Le théorème de Hasse-Minkowski (voir par exemple BOREVI-SAFAREVI [6]) dit que,
si F est une forme quadratique, ces conditions sont suffisantes, autrement dit

qu’il suffit d’étudier l’équation "modulo p" , pour tout p premier, et "dans

R" . Ce résultat ne s’étend pas aux polynômes de degré 3 . De plus, un théorème de
Weil (WEIL montre que l’équation (*) a une solution modulo p pour p pre-

mier assez grand (puisque y2 - x3 - k est absolument irréductible).
Donc les méthodes de congruence appliquées à (*) permettent seulement de trouver

certaines valeurs de k pour lesquelles (*) n’a pas de solution entière. Par exem-
ple, Y 2 = x~ - 5. entratne x = 1 (module 4), et s’écrit

Donc z = x 2 + x + 1 est congru à 3 module 4 et divise y p + 4 . Or l’étude
de l’équation diophantienne u + v = a , montre que les nombres qui sont la
somme de deux carrés sont les nombres dont tous les facteurs premiers congrus à 3

module 4 ~ apparaissent avec une puissance paire. On vérifie que z contient un



facteur premier congru à 3 module 4 à une puissance impaire, ce qui prouve que

y 2 = x3 -. 5 n’a pas de solution entière. (Pour plus de détails sur ces méthodes,
cf. MORDELL [12].)

Cette méthode ne donne pas de moyen de résolution de (*) . Pour de petites valeurs
de 100) , l’équation a été complètement résolue (cf. HEMER [8] et ATKIN-
BIRCH [1]).

2. Première réduction du problème.

Dans ce paragraphe, nous allons montrer que si on sait majorer le nombre des so-

lutions d’une équation diophantienne f(x , y) = + 1 , où f est une forme cubique
à coefficients entiers, alors on en déduit une majoration du nombre des solutions

de (*). Nous suivons pour cela la méthode de On suppose démontré le

théorème suivant.

THÉORÈME 1. - Soit f(X, Y) une forme cubique à coefficients entiers irréducti-
ble (sur } et dont les coefficients sont bornés (en valeur absolue) par A.
Alors les solutions en nombres entiers x, y de l’équation f(x 1 y) = + 1 ,
sont en nombre fini.

On pose f (x , y) = + 1) , où f décrit l’ensemble des

formes cubiques irréductibles dont les coefficients sont bornés par A . Le théorè-
me 1 entratne alors la proposition suivante.

PROPOSITION 1. - Les solutions en nombres entiers x, y de l’équation

sont en nombre f ini et vérifient

Soient x ~ y, k des entiers vérifiant (*). On considère la forme cubique
f(X , Y)

dont le discriminant C vaut - 108k .

(a) Supposons pour 1 ~ instant k > 0 . Alors f a une seule racine réelle e et

s’écrit donc

où ~ est un nombre complexe tel que > 0 . Or le domaine fondamental du

groupe modulaire est

voir par exemple SERRE [ 13]) ; autrement dit, il existe des nombres entiers , ~~ ;
r ~ s tels que



Donc, par le changement de variable

la forme (1) devient

dont l’unique racine complexe de partie imaginaire positive est dans D . Ceci

s’exprime :

Il n’y a pas de restriction à supposer At  0 et ~’ > 0 (en choisissant éven-

tuellement ps - qr = - 1 ). Finalement les coefficients de (2) vérifient :

Les inégalités ( 3) , jointes à la relation

permettent aisément de majorer les coefficients de f’(X’ , Y’)

(b) Supposons maintenant k  ~ . Alors f a trois racines réelles et la forme

quadratique

est définie positive et de discriminant .~ ~. Un argument vu plus .haut montre qu’fi
existe un changement de variable "unimodulaire"

qui transforme F(X, Y) en F’(Xt , Y’) tel que

Mais F est invariant par tout changement de variable de déterminant + 1 (à
coefficients entiers ou non). Autrement dit,

où Y’) est déduite de f par le même changement de variable. Définissant

les coefficients de f’ cenne en ~~~ , la relation (7) donne :



qui jointe aux inégalités (6) et à

permet de montrer aisément la majoration (5).

Nous venons donc de montrer qu’il existe toujours un changement de variable uni-
modulaire transformant f (X , Y) en dont les coefficients a,b,c,d

vérifient ( 5 ) .

Nous supposons que est irréductible.

Dans la relation

l’identification des coefficients de X3 donne :

qui, d’après le théorème 1 et la relation (5), entrafne

Dans la relation

on dérive par rapport à X’ (resp. Y’) , puis on choisit X’ = p , r . On

obtient

A l’aide de (5) on obtient donc

Enfin, dans ~8 ~ , l’identification des coefficients de puis de Y~ , permet
d’exprimer x , puis y , en fonction de p , c~ ~ r , s et a, b, c , d.
On obtient ainsi

Enfin, si f est réductible, on obtient directement une majoration de p i et

|r| (sans utiliser le théorème l) :

On termine la démonstration de façon identique, et on obtient

Ceci termine la démonstration de la proposition 1.

Remarque. - Un raisonnement analogue (cf. BAKER [3j) permet de déduire une majo-
ration des solutions de. l’équation



d’une majoration des solutions de l’équation

où f est une forme irréductible de degré 4. Donc, si dans notre exemple, on

utilise une forme de même degré que l’équation (~~, il ne s’agit que d’une comci-
dence.

3. La méthode de Skolem.

C’est une première façon de montrer le théorème 1, mais sans obtenir une majora-

tion effective de . On considère Inéquation

On peut toujours se ramener au cas où le coefficient de X est 1 . Soit ~

une racine réelle de f(X , 1) , et soient 03C31 , 03C32 , 03C33 les trois plongements
de dans £ laissant stable Q (03C31(03B1) = 03B1) . Si t alors sa norme

N(t) est définie par

La norme N est un homomorphisme multiplicatif de ,~(a~~ dans ,~~ .
L’équation (9) s’écrit alors

Remarquons que, pour X , Y dans aY est un entier de ,~~a~ (le
coefficient de X étant 1 ) : ceci nous conduit à étudier les éléments entiers
Z de ,~~~) de norme donnée k. Si Z et Z’ sont deux tels éléments qui sont
en plus congrus dans 0 (l’anneau des entiers) modulo k , alors on a :

Or Z’ est entier, donc N~Z’ ~~Z’ aussi (il suffit de remarquer que est

le terme constant du polyn6me caractéristique de Z’ ~. Donc et de même

Z’/Z E ~ . Finalement, le quotient Z/Z’ est une unité de ~«~ (un élément in-
versible de D ).

Ainsi, dans une même classe de congruence de D modulo k , tous les éléments de
même norme "diffèrent" d’une unité. Or il n’y a qu’un nombre fini de telles classes

(puisque A est un ~..module de type fini). Par conséquente s’il existait une in-
finité de solutions entières (Xi , Yi) de l’équation (9) (1 e N) , il en existe-
rait un sous-ensemble infini tel que tous les Z. = X. - (yY. correspondante soient

dans une même classe de congruence de modulo k . Si Zo est l’un d’entre eux,

tous les autres s’écriraient



où ~i est une unité de D .

Or le théorème de Dirichlet montre que, si on suppose par exemple que f(X , 1)
a une seule racine réelle, alors les unités de D sont toutes les puissances d’une
unité fondamentale e . On aurait donc

où i décrit un sous-ensemble infini de N .

Ecrivons les deux équations "conjuguées" de la précédente

En éliminant X et Y.  entre ces trois équations, on trouve une relation

où les trois coefficients A, B, C sont non nuls et indépendants de i . Le
. 

membre de gauche de cette équation est une fonction de la variable i dont on mon-

tre qu’il est possible de la prolonger en une fonction analytique définie sur le
corps des nombres p-adiques. Cette fonction analytique est nulle pour une infinité
d’entiers naturels et les entiers p-adiques forment un sous-ensemble compact du

corps des nombres p-adiques. Diaprés le théorème d’unicité des fonctions analyti-
ques (cas p-adique), cette fonction est identiquement nulle, d’où une contradic-
tion. Pour plus de détails, voir par exemple BOREVI-SAFAREVI [6].

Puisqu’on utilise un résultat du type du théorème d’unicité, on ne peut avoir de
majoration effective des solutions de l’équation (9).

4. Une méthode effective de résolution.

Cette nouvelle méthode repose sur les minorations de formes linéaires de logarith-
mes (dues à BAKER). Ces minorations sont à l’origine d’une foule de résultats en
théorie des nombres.

(a) Forme ineffective des résultats de BAKER.

Soient 03B11 , ... , 03B1n des nombres algébriques tels que 
soient linéairement indépendants. Alors 1 , log cy ~.~ log sont j~-
linéairement indépendants. 

Ce résultat est un résultat de transcendance : on en déduit que si cy est algé-
brique non nul e~ est transcendant, donc que v est transcendant (puisque
e = 1 ) ; on en déduit aussi le théorème de Gel’fond-Schneider : si 03B1 est al-

gébrique (03B1 ~ 0 , 1) et si 03B2 est algébrique et irrationnel, alors est

transcendant. Plus généralement, si 03B11 ,..., 03B1n et 03B21 ,..., 03B2n sont des nombres

algébriques tels ’  ’ 9~ ,..., ~n sont indépendants 



e~ >~
alors cy , ... , cy est transcendant.

i n

(b) Forme effective des résultats de BAKER.

soit b un nombre algébrique. On appelle hauteur de b , et on note h(b) ,
le maximum des valeurs absolues des coefficients de son polynôme minimal sur z .

Soient OE i , ... , OEn e t b i , ... , bn des nombres algébriques t-e la,.. qUe
iog 03B11 ,..., log 03B1n soient Q-linéairement indépendants. Alors il existe une cons-

tante C positive, effectivement calculable à 1 ’ aide de 03B11 ,..., 03B1n , telle ue

|03A3ni=1 bi log 03B1i | > C exp(- (log H)n+1) , où H = supi h(b;) .
Ce résultat est démontré dans l’ article de BAKER [4]. Pour notre équation, nous

n’utilisons qu’une forme plus faible à l’occasion de laquelle nous allons explici-
ter la constante. On appelle degré d’un nombre algébrique OE le degré de son poly-
nôme minimal. On le note d(«) .

So ient OEi , ... , 03B1n des nombres algébriques, et à = supi(4 , h(03B1i)) ,
d = SUPi  4 , d  OEi > > . Soient b i , ... , bn de s nombres ent iers , et R = supi 1 bi ’ .
Alors on a

Ce résultat est démontré dans l’article de BAKER [5].

La forme effective des résultats de BAKER permet d’améliorer effectivement l’iné-

galité de Liouville , et aussi (c’est d’ailleurs équivalente voir MIGNOTTE ~10~,
prop. 1, et LMG [9J, p. 671) de majorer effectivement les solutions entières de
l’équation f(x , y) = k, où f est une forme irréductible de degré supérieur ou

égal à 3. On obtient par exemple le théorème 1 et la majoration suivante de c~ ,

Pour voir comment les résultats de BAKER, entraînent cette majoration nous ren-

voyons à MIGNOTTE [l0].

Conclusion. - En appliquant les résultats des §4 et 2, on peut obtenir la majora-
tion suivante (légèrement meilleure que celle de 

Les solutions entières de y2 = x3 + k ~ (k ~ 0) sont majorées ar

Une version équivalente de ce résultat est la suivante : Pour x et y entiers

Cette dernière relation n’a d’intérêt que pour des nombres tels que

c’est-à-dire des nombres d’au moins 10~9~g chiffres 1
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Remarque. - STARK a récemment montré que, pour tout e positif, il existait une

constante effectivement calculable C(E) (mais non calculée) telle que :
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