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Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU G13-C1
(Groupe d'étude de théorie des nombres)
16e année, 1974/75, n° G13, 12 p. 17 mars 1975

PARTITIONS QUADRATIQUES ET CYCLOTOMIE

par Philippe BARKAN

Cet exposé donne un apergu sur quelques relations entre la représentation expli-
cite des nombres premiers par diverses formes quadratiques & l'aide de différents
types de sommes de racines de l'unité, et quelques problémes de cyclotomie qui y

sont liés,

1. Sommes de Gauss et sommes de Jacobl.

N s P e P T~ A .

Soient p =mn + 1 un nombre premier, et g une racine primitive fixée de p .
Le nombre cyclotomique d'ordre m , noté (i, j) s est le nombre de solutions

(s y t) de 1a congruence

. . 0gi,jgnm=~-1,
(1) gms+1 +1= gmt+g (mod p) s

20$S,tsn-1o
L. E., DICKSON [8] s'est posé le probléme d'obtenir des formules explicites pour

les nombres cyclotomiques, probléme déja résolu par GAUSS pour m= 3 et m=4

([127s [13]) en fonction des coordonnées des partitions quadratiques de 4p=x2+27y2

et de p = u2 + v2 respectivenment,

Ces nombres cyclotomiques apparaissent comme coefficients des sommes de Jacobi

d'ordre m
X 1 a Ind x+b Ind 1=x

(2) J(a , b) = _— y o 6 = exp(2mi/m)

lides & la somme de Gauss

a Ind x
(3) oa) =% e & (" on = exp(zni/p)

par la relation
(4) J(a 4, b) = Eé%%—%g%%

si m ne diviseni a ,ni b, ni a+ b . Il en résulte
(5) (a) G(- a) = (- 1)™ p si m ne divise pas a .
Avec les m8mes conditions que dans (4), on a
(6) Jasb)=30b,a)=(-1"2Jm=-2a-1b,D).
Par (5) et (4), si m ne diviseni a ,ni b ,ni a+Dd:
(7) Ja ,p) J(m=-a,m=Db) =

La somme J(a , b) étant périodigue (mod m) en a et en b, on peut la déve-

lopper en série de Fourier finie double [ 32] sous la forme

(8) Ja s b) = (- )RS E 5 Ma, g) o31HDT

i=0 j=0
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La formule d'inversion de Fourier finie donne (i s ) par
2/, .y _ 521 Zi'l na ~(ai+bj)
(9) (1, 3) =T T (- )™ 5(a , ) 6 :
En groupant les exposants de (2) modulo m ,
J(a,b):izﬂcie Y

et les coefficients s s'expriment & 1'aide des nombres cyclotomiques d'aprés
(8). Leur expression se simplifie lorsque m a au plus deux facteurs premiers dis-

tincts. Dans ce cas, par (6), chaque somme admet une représentation du type

J(a , va) 4y o4 v est entier. En transformant (2), on trouve

1 o
(10) 7(a , va) = (- 1)@ 22:0 Bm(i , v) 82%
avec la "somme de Dickson=-Hurwitz"
-1
(11) Bm(i y V) = Z§=O(h y i =vh) .

DICKSON cherchait une formule explicite fonction de p , et de coordonnées de
partitions quadratiques de p . Pour obtenir une telle solution, on doit résoudre

les problémes suivants :

1° Déterminer les relations entre couples de sommes de Jacobi d'ordre m et

d'ordre un diviseur de nm ,
20 En déduire des relations entre coefficients des sommes de Jacobi.

3° Dériver de (7) des formes quadratiques diagonales représentant p ou un mul-

tiple de p .
4° Exprimer les nombres cyclotomiques par des formules du type
c(is3)=2_cli,j,k) e

les ci étant p , des constantes, ou des combinaisons linéaires de coefficients

de sommes de Jacobi, si possible les coordonnées des formes quadratiques de 3°, et

les c(i , j » k) étant entiers rationnels, et ¢ un entier dépendant de m .

En ce qui concerne le 1°, si cj change 6 en 89 , avec j et m premiers

entre eux, on a
(12) o5 ¢(a) = a¢(ja) .

Si d'autre part m =cd , et si Jc(a » b) désigne une somme de Jacobi d'ordre
¢ , DICKSON montra

Jc(a y b) = J(da , db) .
On connait deux types de relation multiplicative entre sommes de Gauss
(I) La relation de norme G(a) G(- a) = (— 1)na P e
(II) La relation due & DAVENPORT et HASSE [6]. Pour m = cd et tout jJ ,
-1 o ~jd Indg(d) Tﬂ-l
i o Glci + j) =9 a(aj) ioq G(eci)

déja énoncée par JACOBI [16].
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HASSE avait conjecturé que (1) et (II) sont les seules relations multiplicatives
entre sommes de Gauss d'ordre donné, mais YAMAMOTO [ 37] prouva que ce n'est vrai
que lorsqu'on considére les sommes de Gauss comme idéaux et que les relations (1)
et (II) ne conduisent dans certains cas qu'd des identités entre carrés de sommes

de Gauss, ou de Jacobi. Pour m = 21 , on trouve
2
3(1,8%=[e" 753,67,

d'ou une ambigufté de signe qu'on rencontre aussi pour m= 12, m= 15, 20 , 21,

24 4 28 5 39 5 55 5 56 5 «oo ([27]5 [28]), et qu'on peut associer

~ soit & des conditions de congruence sur les coordonnées de certaines partitions

quadratiques binaires. Pour m = 21 ,

ee7 Ind 7

J(1, 4) = J(3,6)

et avec p = A2 + 7B2 s "e =+ 1" équivaut & "3 divise B" et "g =- 1"

équivaut & "3 divise A",

- 80it a la division du gente principal de formes quadratiques de discriminant
~mypour m= 39 , 55 4 56 4 ... en deux classes. Pour m= 39 , si

e13 Ind 13

J = J(1 4 16) »

]

alors o, J =¢€J , et ici "g =+ 1" équivaut & "p = x2 + 39y2" et "e =~ 1M

2 2 2
équivaut & "p = 32" + 13t°" ,
Pour connaltre les relations entre sommes de Jacobi d'ordre m , on doit savoir
quand une somme de Jacobi est égale & une racine 2m-idme de 1'unité fois une image
automorphe d'une autre, et quelle est la racine de 1'unité. La recherche systémati-
que pour m donné peut se faire en utilisant un théordme de KUMMER sur la décompo-

sition des sommes de Jacobi en idéaux premiers, en vérifiant que ces deux sommes
ont la méme décomposition (voir [9]). La racine de 1l'unité restante se détermine 3
1'aide de 1'identité (II), et il reste wme éventuelle ambigufté de signe a mettre
en évidence. Ces relations ont été détermindes par YAMAMOTO pour m = 2r , od r est

premier, en liaison avec le probléme des ensembles de différences [ 38].

En ce qui concerne le 2°, beaucoup de relations entre coefficients des sommes de
Jacobi résultent de la définition des nombres cyclotomiques. En particulier,

(13) (1,3 =(m-1,3-1).

Co s(j y i) si n pair,

(14) (i, 3) =

2(3 +52£ s 1 +i§) si n impair,

Py n-1 si m divise i ,
(15) B(i , 0) =

n sinon.
(16) B(i,a)=8(i,b) si a+b=~1 (mod m) .

DICKSON prouva, avec m = cd , dans [ 10 ],
d-1

Be(i ’ V) = Zﬁ:o Bm(i +ck , v) .
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La relation importante suivante est due & WHITENAN [ 33]
(18) B(i ,v)=B(v'i,v') si vw'=1 (modm).,
La relation suivante résultant de (15) et (17) par la périodicité (mod d) de

Bd ne semble pas bien connue

-1 en -1 si 4 divise 1 ,
(19) Zi B(i+ ki, £d) =3B.(i , 0) =
=0 "m d .
cn sinon,
Ces relations simplifient les calculs explicites des partitions de 1'étape 3°.
Exemple., = Soit p = 7n + 1 . Partons du produit
7(6) = ¢(1) &(2) a(4) = (1, 2)p

par (4) et (5) et qui, dtaprés (12), est invariant par o, , 0, 10, laissant

1 4
T =6+6°+6%- (63 + 07+ 97) invariant. Le développement en série de Fourier
finie
. i i

J(1,2)=Z§___OB(1,2)6 =Zi=oaie

stécrit, puisque B(i , 2) = B(41i , 4) par (18), donc By = 8,5 = 8,5
J(1 , 2)=a0+a1(6+92+64)+a3(93+65+66) ’
d'ou
—

2J(1 ’ 2) = 2ao -a - a3 + (a1 - aB)N— 7

et

4p = (2&0 -8 - a3)2 + 7(a1 - 33)2 .

Pour obtenir la représentation d'une puissance de p par la forme x2 + my2 y O
considére un produit de sommes de Gauss indépendant de { s ou un produit de sommes
de Jacobi, invariant par les -% m(m) automorphismes de _g(e) laissant V= m in-
variant ob = m est un discriminant de corps quadratique complexe. Un tel produit
a été construit par CAUCHY [5] et par JACOBI [16] pour p =1 (mod m) et généra-
lisé par STICKELBERGER [ 30] au cas d'un nombre premier quelconque. En généralisant
les sommes de Gauss au corps fini _Eq y q = pf s f étant l'ordre de p (mod m)

et p tel que (:—f-) =1, il considdre le produit
7(6) = ﬂk a(k)

étendu aux -% m(m) entiers naturels k < m tels que (:tg) =+ 1 , donc invariant
par les Oy » Car ces k forment un sous-groupe du groupe multiplicatif des en-
tiers (mod m) premiers & m , A 1'aide de la décomposition en idéaux premiers de
ces sommes de Gauss généralisées, il détermine la plus grande puissance de p di-

visant T .

L'exposant K est tel que Yk = mK , Par les relations k! =m = k et (§$)=—1
et k' = mK' , et en remarquant K' - K = h(~ m) nombre de classes de formes qua-
dratiques binaires primitives de discriminant - m , il prouve que 4pr et 4ph

sont représentables par la forme x° 4 my2 (r =-% @(m)) et donne la congruence
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(20) X = ﬂk, [Egl]z (mod p) ,

od le crochet désigne la partie entidre, Si h(-m) > 1 , on n'obtient pas p lui-
néme, Si h et m sont petits, la relation (II) permet de se ramener & une seule
somme de Jacobi. On connalt quelques résultats explicites si h =2 et k=4
([25]s [26]s [28]). Pour m =55 ou 56 , il est impossible d'obtenir la partition
& 1l'aide d'une seule somme, et on doit considérer un produit de trois sommes divisé
par p » Pour m = 11 , on ne peut obtenir p & 1l'aide d'une somme, mais cela de-
vient possible en se plagant dans le corps des racines 22e de 1l'unité, et ZEE

[40] obtient ainsi p=22n+ 1= 12 + Xy + 3y2 explicitement,
On ne connalt pas de solution générale explicite, m8me lorsque h est une puis-
sance de 2 .

Exemple 2, - Si m= 15, h(- 15) = 2 , on peut obtenir p=15n + 1 sous la

forme x° + 15y2 « On part du produit

T = a(1) a(2) ¢(4) a(s) ,
qui s'éerit
T=J3(1, 4) o, 3(1 , 4)p .

De la relation (II) résulte

95 Ind 5

o, J(1, 4) = J(1 5, 4) .

En posant B(i , 4) = a, il vient a, = a,; par (18) et, avec 65 =L et

H
S S u (mod 3) et i=v (mod 5) , d'ou

-

3 N i 7 .
8 =T, on trouve 6 = (¢ si 1

]

J(1 , 4) = ag + ag C + a0 g2 + (a3 + a, C + & ge)(n + n4)
+ (a6 ta, L+ a 1;2)('(]2 + n3) .
Bn utilisant deux fois de suite 1'identité
2(a+bg +cg?) = 2a - (b+e) + (b= e)(c -2
et remarquant
C-CC =3, n+nt- P+ =45,
on trouve
4J(1., 4) = a+DbA=3+ ¢ V5 4 4 VCT3E;

avec des expressions pour a , b, c , d , qui se simplifient par (16) et (19) car
a; =B(1i,4) =8(i, 10) , d'od

3n-1 si 5 divise 1,
a, +a, _ + a. =
i i+
5 1+10 3n sinon.

Tous calculs faits, il vient
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ca = 6aO - 3(a3 + a6) + 2
b=2(ag - a,) - (a,-a) - (2, = a))
e = B(a3 - a6)
lam oy ot n oo
De o, (/= 3) ==v=3 et 0,05) =~+5, on déduit
QInd 5(a +bwN=3+c5+an-15) =a=-brm3-cA5+ans 15,

En utilisant le fait que (1 ,+= 3 , /5 ,~= 15) est une base de QW= 3 , +/5),
on trouve que

-si Ind5=0 (mod 3) s alors b=c =0, d'ou a3 = 8 9 d = 2(a2 - all)

et p= x2 + 15y2 avec 2x = B(ao - a3) + 1, 2y = 8, = 844 e

-si Ind 5=¢ (mod 3) , alors a=-¢€b, c¢ = 3ed , d'oh ici 2y = a, = &y
respe. 82 - a0 suivant que € =+ 1 , resp. —= 1 . On peut aussi prouver la con-
gruence

2 = (°2)%(™) (mod p) .

En suivant une marche analogue, on trouve quelques exemples avec m = 3d et

m=4d 4 o d est premier.

En 1935, DICKSON [9] montra comment les nombres cyclotomiques d'ordre m ( m
premier impair) pour p = mn + 1 dépendaient des solutions d'un systime de -%(m—l)
équations diophantiennes quadratiques, donnant aussi la représentation d'un multi-
ple de p par une forme quadratique diagonale en m - 1 lettres. Pour m =5 , il

étudie complétement le systdme

S16p £ + SO(u2 + v2) + 125%°
| xw

]

(v -20)% ~5u° et x=1 (mas5)

qui admet exactement quatre solutions entidres : (x s Uy V o w) ’ (x,iv,tu,-w)
et (xy=u,-v,w) .P.A. LEONARD et K. S. WILLIAMS [22] viennent de traiter
compldtement le cas m = 7 , donnant les nombres cyclotomiques d'ordre 7 en fonc-

tion des coordonnées d'un systdme analogue. Le cas m = 11 devrait paraftre aux
"Acta Arithmetica™,

Ces résultats permettent également d'obtenir des critdres de résiduation de
petits nombres premiers, donnant une condition nécessaire et suffisante pour qu'une

congruence x = q (mod p) ait lieu [21].

Ces critéres s'expriment généralement en termes de condition de congruence sur
les coefficients des sommes de Jacobi ([15], [247).

On peut aussi les déduire de

m—1 . q si m= qk » aq premier,

M. _. ¢ (1-9%) =
i=1,(1,m)=1 1 sinon,
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et du lemme de KUMMER [ 18]
3 -1 z?-l s )
Ind(1 - 8Y) = ELTS_- * & i(i y j) (mod m) ,

permettant d'exprimer dans des cas simples le caractdre de reste de puissance m-
iéme d'un nombre algébrique décomposable en un produit de 1 - Gj par des condi-
tions de congruence sur les coordonnées d'une ou plusieurs partitions quadratiques
convenables de p , en particulier si ce nombre est entier rationnel, ou l'unité
fondamentale d'un corps quadratique réel ([19], [20], [21], [23], [24]).

Soit par exemple e =-% (1 +45) = = 96(1 + 93) « Avec m= 31 , et aizB(i,2d),

on trouve, pour i # 0 , les congruences

]

(1 - 07) == (s, ~8,,) = a - oy g (mod 3) ,

d'ol avec d =5 et faisant i =1 et i =2, et utilisant 1'expression explici-
te de ¥y , '

x° + 15y2 et y=0 (mod 3)"

]

"Ind €5 =0 (mod 3)" équivaut & "p

soit, en introduisant la suite de Fibonacci

x2+15y2 et y

(21) U(pm1)/3 = 0 (mod p) équivaut a p 0 (mod 3) .

En généralisant ce qui précéde aux corps finis F , , on montre que (21) est vrai
D
pour p = 15n + 4,

La généralisation de ces critéres s'effectue plus simplement par d'autres métho-
des (Voir [20] et [23]).

Ce qui précéde permet de déterminer les nombres cyclotomiques d'ordre 3 , avec
P=3n+ 1. Les formules (13) et (14) réduisent les neuf nombres (i , j) aux
quatre suivents (0 ,0), (0, 1), (0,2, (1, 2) . Par (15), on a

(a) (010)+(0:1)+(0_:2)=n-1.

() (0, 1)+(,2) 4+, 2

n.
ivec B(1i,1)=(0,4)+(1,i=-1)+(2,1-2)= b, , il vient
2
J(1, 1) = bO + b1 6 + b2 8
soit
B _ 2 2 .2 2
4p = (2by ~ b, - b)) + 3(b, = b,)° =1+ 278
avec
L=200,0)+4(1,2) -30,1)-30,2, u=(@©,1) -, 2) .
En formant 2(a) - B(b) » On trouve - p -1, d'ou
L=9(1,2) -p-1

et finalement
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90 ,0) = p-8+1L y 9(1, 2)

p+1+L,

180 ,1)=2p-4-L+9M, 18(0,2) =2p=-4~1L-9M,

En général, l'ordre des [1/6(m2 +3m + 6)] nombres cyclotomiques d'ordre m
distincts dépend du choix de la racine primitive g choisie, et les nombres pre-
miers p =1 (mod m) se groupent en classes d'équivalence, dépendant des
Indg(d) mod m/d pour les diviseurs premiers d de m , avec des formules diffé-
rentes pour les nombres premiers de chaque classe, dépendant aussi d'une éventuel-
le ambiguité de signe. Une solution compldte du type de celle cherchée par DICKSON
a été trouvée pour m< 12 et m= 16 , 20 ainsi que des solutions partielles

d'autres valeurs de m ,
(Pour les méthodes utilisées, voir [26], [27]s [33], [22]).

D'autres exemples de systéme d'équations diophantiennes quadratiques sont donnés
par ZEE [ 39].

En liaison avec la représentation explicite d'un nombre premier par une forme
quadratique & 1'aide de la cyclotomie, une importante équivalence entre condition
de congruence sur les nombres de classes de corps quadratiques, condition de con-
gruence sur les coordonnées de partitions quadratiques binaires, et critdres de
résiduation a été découverte par P. BARRUCAND ([2], [19], [20]).

2. Les sommes d'Eisenstein,

P N e a e S )

En 1848, EISENSTEIN représenta les nombres premiers de la forme 8n + 3 par la
forme x2 + 2y2 s et ceux des formes "n + 2 et 7n + 4 par la forme x2 + 7y2 ’

4 1'aide d'un nouveau type de sommes de racines de 1l'unité [117.

Soient, par exemple, p =8n + 3 , et s un non-reste quadratique de p . Alors
p(x) = x2 - s est irréductible sur Eb s et les restes a + bx mod p(x) sy a et
b parcourant g& » donnent une représentation du corps fini E 5. S0it g un gé-

nérateur du groupe cyclique ,3;2 .

La somme d'Eisenstein

a Ind(1+bt) 7
g =
20 %
ou t2 =s et oh a; est le nombre de valeurs de b dans g% y telles que
Indg(l +bt) =i (mod 8) , vérifie la relation

1 ; .
E(a) = p:0 6 g8t avec 6 = exp(ggi ’

E(a) B(~ a) = p si a impair.

De (1+bt)® =1 bt , on ddauit oPd(1=dt) _ gpt 3 oo bijection
entre les nombres de la forme 1 + bt dt'indice
= pi (mod 8) . De 1a

i}

i (mod 8) et ceux d'indice

a; =ay et E(1) = E(3)
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et, avec
B(1) =a . -a + (a, —2a)8 + (a, -2a)e° + (a, - a)e>
0~ % 1° % 2~ 8 37 %

et 32 = a6 ’ a1 = a3 ’ a5 = a,7 s on trouve ,

E(1)=a0-a4+(a1-a5)(e+e)=do+d1J22,
soit

2 2
Les sommes d'Eisenstein étendues au corps fini F » ont été relides par STICKEI~-

BERGER aux sommes de Gauss généralisées [30] . Pour pf = 2 , les analogues des

nombres cyclotomiques d'ordre m s'expriment en fonction des coefficients de ces
sommes., Ces coefficients ont des propriétés analogues aux coefficients des sommes
de Jacobi, en particulier du type (19). On parvient a des partitions explicites de
puissances de nombres premiers et & des congruences du type (20), mais les exposants
sont en général supérieurs & h(- m) . Leur dtude a été reprise récemment, en
liaison avec le calcul des sommes de Brewer ([147, [277], [35]).

3. Les sommes de Jacobsthal et les sommes de Brewer.

e .

Ce sont des sommes rationnelles de symboles de Legendre, & la différence des
sommes de Gauss, de Jacobi, ou d'Eisenstein, qui sont en général irratiomnelles. En
1906, JACOBSTHAL [17] obtint la représentation d'un nombre premier p = 4n + 1

sous la forme u2 + v2 & 1l'aide de la somme

1z ,x" + a
(—)(——p——). lgagp=1,

wm(a) = &=1 P

sous la forme
2u = @2(1') ’ v = (92(1'1) ?

ou r est un reste quadratique mod p 4 et n un non-reste. En posant x = ay ,

on a
o,(a° b) = (2) o, (b)
2 P 2
donc quand a parcourt (1 sy P~ 1) ’ mz(a) ne prend que deux valeurs et

T 0@ = 25 (0,(1)2 + 0 (8)D)

ou g est un non-reste quadratique. Par un calcul direct, on montre

Zp;i 9,(a)° = 20(p - 1) ,

&

d'ou la partition cherchée. En appliquent le crotére d'Euler, on en tire la con—
gruence

2
2u == () (mod p)
déja démontrée par GAUSS [13] par une autre méthode.

Les relations entre cyclotomie et sommes de Jacobsthal ont &ét& étudides par

WHITEMAN ([31]; [34], [35]). Ces sommes et des sommes analogues sont lides aux
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coefficients des sommes de Jacobi, En particulier [31],
mB(i , 1) =p = 1 + wm(4gl) pour m impair,

oiu g est une racine primitive mod p . On obtient ainsi une solution du systéme
diophantien de DICKSON pour m premier m= 3, 5 et le cas m= 7 vient d'8tre
traité par P. A. LEONARD et K. S. WILLIAMS. Une solution élémentaire, pour m = 7 ,

a été donnée par WILLIAMS [ 36].
Ces sommes permettent également 1'étude de la répartition des restes quadratiques
([171s [29]).
Un autre type de somme rationnelle a été étudié par B. W, BREWER. Il utilise 1la
suite de polyndmes de permutation de DICKSON définie par
2
vi(zs @ =x, v(x,0Q)=x"-29
Vao(x 0 A =xw L (x) - av (x4 Q)
pour construire la somme de symboles de Legendre
-1 V(x5 Q)
M) =3 (=)
Il caleule A (1) pour 1<ng5 dans [3]et AS(Q) dans [4] & 1'aide de con-

gruences entre coefficients du bindme lides A la formule (II), en fonction de coor—

données de partitions quadratiques. Ses résultats ont été obtenus par WHITEMAN 2
1'aide des sommes de Jacobi et d'Eisenstein [ 347, [35].

Ces sommes, quand elles sont non nulles, s'expriment comme combinaison linéaire
de coordonnées de plusieurs partitions quadratiques simultanées de p . L'article
[14] fait 1e point sur ces sommes et leurs relations avec les sommes de Jacobi et
de Jacobsthal,

La bibliographie donne les articles importants ou récents sur la question,
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