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Séminaire DELANGE-PISOT=POITOU 011-01
(Groupe d'étude de Théorie des nombres)
16e année, 1974/75, n° Gi1, 6 p. 3 mars 1975

NOMBRES DE PISOT ET FONCTIONS MDYENNE-PERIODIQUES

par Frangois GRAMAIN

Les nombres de Pisot jouent un grand r8le dans les probldmes d'analyse harmoni-
que. Bn 1955, SALEM et ZYGMUND, étudiant le probléme de 1'unicité du développement
trigonométrique pour les ensembles du type Cantor, donnaient une caractérisation

des nombres de Pisot.

Ie théoréme [ 3] dont la démonstration fait 1'objet de cet exposé fournit une nou-

velle caractérisation des nombres de Pisot en termes de séries trigonométriques.

Dans la suite de l'exposé, toutes les fonctions considérées sont de varisble

réelle, & valeurs complexes,

,THﬁORﬁME 1. — Soient 6 > 1 un nnmbre réel, et A(e) 1'ensemble des sommes

.. k
finies de la forme stﬂ € ] avec & = 0 ou 1.

Les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) o est un nombre de Pisot,

(ii) Toute fonction continue bornée dont le spectre est contenu dans Ale) est

presque=périodique (au sens de Bohr),

(iii) Toute fonction moyenne-périodique dont le sectre est contenu dans A(6)

est presque-périodique.

le Rappels et premidre partie de la démonstratien.

e

Rappelons d'abord la définition des notions intervenant dans cet énoncé.

DEFINITION, — Une fonction f est dite presque—périodique (au sens de Bohr).gi

elle est limite uniforme sur R de polyndmes trigonométriques.

Son spectre est l'ensemble des réels A tels que

£(n) = lim, 1/21 jﬁw f(x) exp(- 2imx) dx # 0 .

C'est un ensemble dénombrable., Cette définition du spectre coincide presque avec
celle du spectre d'une fonction borélienne bornée comme support de sa transformée
de Pourier au sens des distributions : le spectre de f , en tant que fonction bo-
rélienne bornée, est la fermeture de son spectre en tant que fonction presque-
périodique. De plus, on peut choisir pour approcher f des polynSmes trigonométri-
ques dont les fréquences sont dans le spectre de f . Pour plus de précisions on

pourra se reporter a [2].
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DEFINITION. — Une fonction continue f est dite moyenne-périodique s'il existe

une mesure & support compact p , telle que p % £ =0 .

DEFINITION. - Une partie A de R est un ensemble cohérent de fréguences s'il

existe deux constantes positives C et T telles que, pour tout polyndme trigono-

métrique P A& fréquences dans A (p(t) = ZNEA a exp(2imit)) , on ait
sup o,y 1P(E) 1 2 CliE], -
En particulier, les "modéles" d'Yves MEYER sont des ensembles cohérents de fré-
quences, ce qui montre que A(8) est un ensemble cohérent de fréquences si 6 est
un nombre de Pisot. Si 6 n'est pas un nombre de Pisot, on montre que A(B) n'est

pas un ensemble cohérent de fréquences ([5] et [6]). En effet, la suite des polyns-

mes trigonométriques
wk(x) = COS TIX ees COS nek X eXp in(l + 0 + see + Gk> X
a spectres contenus dans Ale) qui valent 1 & 1l'origine, tend vers zéro unifor=

mément sur tout compact ne contenant pas 1l'origine d'aprés le théordme de PISOT.

THROREME (PISOT). =~ Soient © > 1 et A >0 deux nombres réels.

S5i ZﬁEN Nkekuz <+ ® , alors © est un nombre de Pisot. ( |Ix]| 4ésigne la dis-

tance de x & ll'entier le plus proche. )

Si 6 est un nombre de Pisot, alors A(e) est un ensemble cohérent de fréquen~—
ces, et la propriété (iii) résulte d'un théordme de J.~P. KAHANE [4]. Pour démon-
trer la propriété (ii), il suffit de remarquer qu'un ensemble A cohérent de fré-
quences est uniformément discret, c'est-a-dire que la distance entre deux éléments
de A est minorée par un réel positif. (En effet, dans le cas contraire, il exis-

te deux suites kn et kﬁ d'éléments de A telles que k£ A, —>h. Alors
- £ - $ar) ?
sn(x) = exp(21nhn x) exp(21nkn x)

est de norme “snuoo =2 et sn(x) tend vers zéro uniformément sur tout compact
(0, T) o) Soit alors f wune fonction continue, bornée, & spectre contenu dans
A o Sa transformée de Fourier f est une somme de masses de Dirac portées par A .
Done, si K est un noyau de sommation, f % K est un polyn8me trigonométrique a
spectre contenu dans A . La fonction f étant continue, f % Kn converge vers f
uniformément sur tout compact, donc sur R teut entier puisque A est¥ un ensemble

cohérent de fréquences et f est presque-périodique.

2. Fin de la démonstration : Un contre-exemple.

Pour démontrer la réciproque, nous allons construire une fonction continue, bor-
née, moyenne-périodique, & spectre contenu dans A(8) et non presque-périodique si
8 n'est pas un nombre de Pisot. Cette fonction g sera limite uniforme sur tout

compact de la série 2£€N @n(x) » ou les o seront des polyn8mes trigonométri~

~
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ques & fréquences dans Al(@) . La fonction g sera bornée car
(1) ZnEN Imn(x)’ <M pour tout x réel,
De plus;won fera en sorte que
(2) Zi=o wn(x) =g % KN pour un noyau de sommation donné KN .

Alors, si g est presque-périodique, elle est uniformément continue, dénc
g % Ky converge vers g uniformément sur R tout entier, donc ”cpn“°° tend vers
zéro. Il nous suffira donc de construire les P, de maniére que cela ne soit pas
réalisé, On voit qu'on va utiliser des polyndmes trigonométriques du méme type que
les wk introduits plus haut. De plus, la fonction g doit étre moyenne-

périodique.

Remarquons d'abord que, si h est un entier positif, 1l'ensemble A(eh) est con-
tenu dans A(e) . Mais si © n'est pas un nombre de Pisot, il existe une infinité
de h tels que eh n'est pas de Pisot. Si on choisit h pour que eh >2 4, 0n
peut construire g & partir de eh au lieu de 6 . Alors A(eh) .est de densité
nulle, et il est méme uniformément discret ; un théordme de Beurling-Malliavin [5]
montre que la fonction g est moyenne-périodique. Construisons donc précisément la

fonction g .

(n) '
IEMME 1. - Soient f (x) = ﬂ?:o sin (67 x + @) » O « est un rationnel,.

Ogax< 1/2 , et k(n) une suite croissante d'entiers naturels.

Si 6 n'est pas un nombre de Pisot, fn tend vers zéro uniformément sur teut

comEact.

I1 suffit de montrer la convergence simple, car la suite lfn(x)l est décrois-
sante, donc le théoréme de Dini permettra de conclure & la convergence uniforme sur
tout compact.

(sin na)k+1

On a fn(o) , donc fn(O) —> 0 puisque 0 < o< 1/2.

Pour x # 0 , supposons que fn(x) ne tend pas vers zéro. Alors, pour tout

jelN,ona

J m
meY x+ @) ==+ 1. + Ir., avec e.
( ) =3 < 3 3

£

€2 et Irj|2 <+,

2
Jexn
Si o =HM/N, on en déduit 2NgY x = 2N (mod 1) , et le théordme de Pisot

montre que ¢ est un nombre de Pisot.

Le lemme 1 est ainsi démontré. Une exponentielle de module 1 permet de ramener
les fréquences de fn dans A(®) , mais il faut encore corriger fn pour obtenir
une majoration du type (1). Posons

Pn(x) = fn(x) cos n(ez x+a) cos n(em X+a) exp iﬂ(1+6+...+9k+6z+6m) p:4

avec m=m(n) > ¢ =4(n) > k(n) . Le spectre de P~ est contenu dans Ae) 4 et

d'aprés le lemme 1, Pn(x) tend vers zéro uniformément sur tout compact.
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Le lemme trigonométrique suivant montre que |P (x)l <1, pour tout =x

réel.

LEMME 2. = Soit {aj}jzl une suite de réels. On a

i i e i . . . -s )
2521 |sin a, sin ay ... sin a,, , c0s ay; cos aZJl 1
Donnons la démonstration trés simple de ce lemme : On a
i i < i eee Si R
|sin 8, ««. sin a,; cos ay, . cos a23+2| < |sin a sin a23|

et

|sin al"'Sin 8552 cos 8531 cos a231+|sin al...sin azjlslsin al...sin a23_2| ’

car lcos a cos a2j| + |sin 8y sin aZj‘ est un cosinus,

2j-1 J=1
Si 1'on note Sj la somme des j premiers termes de la série étudiée, on a

montré que

Sj+1 < Sj-1 + |31n a1 ess Sin a2j_21 = Tj-l .
Un calcul analogue montre que Tj—l < Tj—2 « On a donc
sj+1 < T1 = Icos a, cos azl + 181n a; gin azl.s 1.

La série & termes positifs étudiée est donc convergente, de somme majorée par

1.

On déduit de ce lemme qu'il existe une sous—suite des Pn (que 1'on notera
encore Pn ) telle que Zﬁ>1 Pn(x) converge uniformément sur tout compact vers une
fonction continue, bornée par 1 , et de spectre contenu dans A(e) . Cette fonc-
tion ne vérifie pas de condition du type (2), nous allons donc modifier un peu les

P .
n

Le polyn8me trigonométrique Pn est la somme de 2k+3 termes d'amplitude

-(k+3) o Soit Rn+1 la somme des termes de Pn+1 dont les fréquences sont infé-

rieures au double de la plus haute fréquence de Pn » et soit P Qn+1 + R

m(n)i*ﬁl

n+1

Le polyn8me trigonométrique R est la somme d'au plus termes d'ampli-
tude -(k(n+1)+3) y o B est une constante ne dépendant que de 6 (par exemple

B—3+m(n)-k(n+1) y et la série 2

B < log 2/log 6 ). On a donc || n+1”°° nEN” +1”
est convergente si k(n + 1) > Am(n) avec A > 1, ce que 1l'on supposera dans

toute la suite.

Alors la série Zn>1 Qn(x) converge uniformément sur tout compact vers une fonc-

tion g(x) continue, bornée, dont le spectre est contenu dans A(P) .

Soit VA le noyau de de LA VALLEE~POUSSIN. On a V (x) =1 pour [x] <A et
v (x) =0 pour |x| 2 2\ . Or 2 sup Spec Q, < inf Spec Q. donc, pour un choix
convenable dt'une sulte de A tendant vers + « , V\ * g décrit l'ensemble des
sommes partielles Z Qn(x) « I1 en résulte que, si g est presque-périodique,

donc uniformément contlnue sur R , Vk % g converge vers g uniformément sur R
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et, par suite, HQnHm tend vers zéro quand n tend vers + o ,

Mais on a HPnHOo sﬁ”QnHw + HRn“co , donc “Pn“m tend aussi vers zéro. Alors un
choix convenable des suites z(n) et m(n) entraine que ”fn”co tend vers zéro.
En effet, il suffit que 4(n) > Ak(n) et mn(n) > A¢(n) avec A > 1 pour qu'on

puisse appliquer deux fois le lemme classique suivant,

IEMME 3, = Soit M > 2 ., I1 existe une constante C > 0 telle que

si o est presque-périodique de spectre contenu dans (= K , K)

si ¢ est périodique de fréquence supérieure & MK ,

on a

lletll, > Cllell,, 4l

I1 suffit donc de montrer que anﬂw ne tend pas vers zéro pour avoir démontré

le théoréme 1.
Si 6 est transcendant, le théordme de Kronecker montre que “fn“m =
Si © est algébrique, on utilise un lemme dont la démonstration est voisine de

celle de [5] (Proposition 10, page 229).

LEMME 4. - Soient © un nombre réel, algébrique sur le corps Q des rationnels,

et P(X) = a, > S 8, € Z[X] son polyndme minimal, On a

sup_ xeR ﬂ§=0 sin n(ej X + a) = sup n§=o sin ﬂ(m. + )

le deuxidme supremum étant pris sur tous les (k + 1)-u21es (wo 2ecey mk) € R
tels que & wd+j + eee + 8y m =0 (mod 1) pour 0<j<gk~-4d,

On aura donc “fn“w =1 pour k(n) >d si on peut choisir des @3 et ¢

de sorte que

1/2 (mod 1) .

af+(90501+co1§..-501+(ok
Pour cela il suffit qu'on ait
ao((1/2) - Q) + eee + ad((l/Z) -a) =0 (mod 1) .

Soit s =0 ou (1/2) défini par s = (1/2)(ao + eee + ad) (mod 1) o Choisis—-
sons le signe des a; pour que By ¥ eee + 8y = P(1) >0 . (on ne peut pas avoir
P(1) =0 car P est irréductible,) Alors, pour ay + se. + & #1 , il suffit de

choisir 0 < o = s/(a +oeee + o8y ) < 1/2 , et g(x) n'est pas presque-perlodlque.

Dans le cas ou lP(l)l =1 , i1 suffit de faire la m&me constructlon/&/partlr de
eh au lieu ® » ou h est un entier positif tel que eh n'qstﬂpas un nombre
de Pisot et que le polyndme minimal Ph de eh vérifie lP (1) r> 1 . Un tel
entier h existe, car il y a une infinité de h tels que 6 n'est pas un nombre
de Pisot et un théordme de BAKER [17] montre que !P (1) => + ® quand h —> + o ,

En effet, lPh(l)l est supérieur ou égal au produit des |1 - 6 ' » OU 6? par—



G11-06

court 1l'ensemble des conjugués de eh o Si Ie.l <1 , alors |1 - eyl ~> 1 , Dans
ce produit, on a le facteur |1 - Ghl ~'9h « Bt si Iejl = 1 5 le théoréme de Baker
montre que |1 - eh] > C 2 oy C, et C, sont deux constantes positives. Le

J 1 1 2 (1/2)h

produit considéré est donc minoré a une constante prés par 6 et tend vers

+ ® quand h tend vers 1l'infini. Cela achéve la démonstration du théoréme 1.
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