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Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU 09-01
(Groupe d'études de Théorie des nombres ) )
16e année, 1974/75, n° G9, 5 p. 3 février 1975

INDEPENDANCE ALGEBRIQUE DE CERTAZNS NOMBRES
DE LA FORME of et of

par Maurice MIGNOTTE

(d'aprds W. Dale BROWNAWELL et Michel WALDSCHMIDT [2]).

1. Enoncé du résultat.

En 1949, A. 0. GEL'FOND ([4], Th. 1, p. 132-133) prouva que si o est un nombr%
algébrique non nul, log o # 0 » et B un irrationnel cubique, alors o et of
sont algébriquement indépendants (sur :§ ). Le théoréme suivant étend ce résultat

au cas ou o est trds bien approché par des nombres algébriques de degré borné.

THEOREME. - Soient « wun nombre complexe non nul, log o # 0 , et B un nombre

irrationnel cubique. Soit f une fonction réelle positive, croissante et non

bornée, définie sur N . Supposons gue, pour un certain entier d, et une infinité

d'entiers T , il existe un nombre algébrique aqp 1 de degré au plus do » tel que

log H(ap) T et logla - apl < - exp(r2(T)) ©

2
Alors aﬁ et o  sont algébriquement indépendants.

(La notation H(a) désigne la hauteur d'un nombre algébrique a , c'est-a-dire
le maximum des modules des coefficients de son polyn8me minimal sur 32 .)
Exemple, - Pour 2
." }on fois

x = Zn?o(— l)n 2—2. 9

2
aB et aﬁ sont algébriquement indépendants si B est un nombre algébrique de
degré 3,

On fixe une détermination du logarithme dans le disque |z - al < Ial telle que

log ¢ soit non nul. Pour a dans ce disque, on écrit ay au lieu de expéy logaﬂ.

2. Une série de lemmes.

IEMME 1 ("Lemme de Siegel"). - Soient R et S deux entiers positifs, 2R< S ,

et soient 855 ¢ IR, 1< J< S, des polyn8mes & coefficients entiers de

degré et de hauteur respectivement majorés par & et A, A > 1., Alors il existe

des polyn8mes f1 3 cee 9 fs de degré au plus § vérifiant
nt(e,) < (1 + )% ) &/ (&)

et
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(Voir [1], lemme 5.2.)

LEMME 2 (GEL'FOND). - Pour deux polyn8mes quelconques sur C ,ona

nt(p).ht(Q) < %€ P ni(pq) .

(Voir [4], lemme 2, p. 135.)

IEMME 3 (TIJDEMAN, [5]). - Soit

F(z) = Z?:; a; exp(a; z) o

m entier positif, oy distincts, un polyndme exponentiel, Soient r , 8 , t des

entiers positifs, r = st . Soient Bg ? +oo 2 Bs—l des nombres complexes dis~

tincts. On pose

a = mexogm(lail ? 1) ] b = maXOSj(S(IBJI ? 1) ]
. L - mi -
ao = mlni,j’i#j(lai Q’jl ’ 1) ] bo = mln0$i<j<s(lai le ’ 1) .
Alors, pour r > 2m + 13ab , on a

Tab, 1 \m=1 , 72b \r (n)
maxosi<m|Ail s sVl e (2a0 5) (bo'3%9 maxosh<t,osj<s|F (53)

LEMME 4 (GEL'FOND [4], lemme V, p. 145-146). ~ Soient f et g des polynBmes &

coefficients entiers premiers entre eux. Alors, pour tout nombre complexe o , on

a

max(|£(w)| » lg(w)]) > |2]™ |g|™ (m + n)~ (1) |

ou on a posé

2] =nt(£) , lel =nt(g) » m=deg(s) , n = deale) .

LEMME 5 (GEL'FOND [4], lemme VI, p. 147). - Soit P(X) wn polynSme & coefficients

entiers et ® un nombre complexe vérifiant

[P(w)| s exp(=2a(h +4d)) , A33, d=degP , ht(P) = ol .

Alors il existe un diviseur Q de P, égal & une puissance d'un polynbme ir-

réductible sur Z , tel que

la(w)| s exp(- (A = 1)a (0 +a)) .

LEMME 6, - Soit ® wun nombre complexe transcendant et € un entier algébrique

sur Z[w] , de degré § , dont le polyn8me minimal a un degré majoré par d et une

hauteur majorée par eh o Si

loglg| = = Ad(d + h) , avec A > 6+ 2 log(s + 1) + 2 1og(|wl + 1) »
alors il existe un polyndme P(w) € _g[w] irréductible, et un entier positif s ,
tels que P° divise la norme de g€ sur Q(w) et que
- 36Md(h + 4) < loglP(w)] < - g%»d(h +d) ,
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Démonstration du lemme 6., — C'est une adaptation des arguments de CUDNOVSKIJ [37.

Considérons le polyn8me minimal de § sur Z w] :

- h .
ed 4 ué-l(w) 1l ug(w) =0, deg u; €4, htu, g (Ogise-1)

La norme de £ sur ‘g(w) est Uy et
i-1

(avec u, = 1) .

Yo == € L1y Uy 8

D'ol, facilement,
logluo(w)l < --% d(d + n) .

Soit P(w) € z[w] irréductible, donné par le lemme 5, tel que P° divise uy

s>0, et
Log[P°(w)| <~ (3 - 1) d(a+n) <-2a(a+n) .
On va démontrer 1'inégalité
(1) log|P(w)| > - 3sMd(a + 1) .
Supposons que (1) n'ait pas lieu. Dans ce cas,
(2) logluj(w)l <-200d(d +h) pour 0<jg6~-1.

En effet, (2) est vraie pour j =0 : utiliser le fait que P divise uo et le
lemme 2, Supposons que (2) ait lieu jusqu'a l'indice j - 1, 1 ¢ jJ<6=-1, et

démontrons qu'elle est vraie au rang j ., On a
- (e) = 873, 3L i-§ , ¢ 7 ket
use) = 6%70 + 20 Ju(w) g7 + g fmir1 B u, () .
En utilisant 1'hypothése de récurrence et 1'expression de |§| » on obtient le

résultat suivant
loglu,(w)] <~ 3 a(n + a) .

Puis le lemme 4 montre que u, et P° ont un facteur commun, c'est-a~dire que
P(w) divise uj(w) dans Z w] . D'ou (2). Et en particulier,

e-axd(dm) < &% < Zgzluj(w)llilj“l < 69-26Xd(d+h) .

Cette derniére inégalité est impossible. D'oh le lemme.

3. Preuve du théoréme.
SR Y reoreme

2
L'application du théordme de Gel'fond ([4], III, p. 134) montre que of ot of

sont transcendants. On veut montrer que aB et oB” sont algébriquement indépen—
dants. Supposons que ce ne soit pas le cas, le corps _g(aﬁ y o ) a alors un degré
de transcendance égal & 1 . On peut alors éderire _Q(B ’ QB vy oB) = v, wl) s A
w est transcendant et w, entier sur Zw] , de degré m . Soit v € Z w] non
nul tel que vl ’ va52 - » vo~B~ appartiennent a Hw, wlj . Sans restrein-~
dre la généralité, on peut supposer que B est un entier algébrique et que f(T)
est majoré par log T .

Soit T wun entier suffimamment grand, et soit & donné par les hypothdses du
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théordme, de dénominateur 4 (g eT) . On pose
2
= £(7) » Ny =[exp(T€/7)], N =[N5 logN,],

et

132 -3/4]

LN = [NI/Z f1/4] , HN = [NB/Z(log N) f—3/4] ] P = [4d0

pour NO <NK N1 .

ler pas. = On construit une fonction auxiliaire de la forme
2
FN(Z) = ZO$\)O'\)1’V <N (p(\)o ? \)1 ? \)2) exp((\)o + \)1 B + \)2 B )Z)

2
telle que

3 3/2

log]FN(z)I << - N” log N pour Izl.s N

ou les o(v) appartiennent a ,g[w] » sont premiers entre eux dans leur ensemble,

et vérifient

log ht(p(v)) < Hy , deg o(v) << NI .
Les étapes de cette construction sont les suivantes.

(i) On considdre les nombres
o(p s Ay s Ay 9 Ay = cp(v)(vo » Vv B+ v, B%p
pour 0 < AO ’ Al ’ AZ < LN » et ol les By sent les entiers définis par
2 2 2
bo * by Bty BT = (vg + vy B+ v, By + 4, B+ A, 8)

Le lemme 1 permet de trouver des @ (v) dans Z «] » pas trop gros, tels que les
o(p » A\) soient nuls. Si les ¢O(v) ne sont pas premiers entre eux dans leur en—
semble, on divise chacun d'eux par leur Pe 8¢ Co doy d'ou une famille de m(v) s de

Pe 8. Co de égal & 1 , qui annule les w(p » A) . Le lemme 2 permet de montrer que
les ¢ vérifient les majorations ci~dessus.

(ii) Gréce aux hypoth®ses du théordme, et au choix des ¢ , les quantités
2
|F§P)((AO + X B+ A, 8%) log a) = o(p » A)]

sont trés petites pour 0 g p < PN . Mais, par construction, les m(p s A) sont
nuls, et les Fép)((ho + X B+, 32) log o) sont donc trdés petits.

(iii) La formule d'interpolation d'Hermite permet enfin de majorer IFN(Z)I .

2e pas. = On montre qu'il existe un entier Py PN.$ Py << PN » et un indice
(Ay » AoeA) s 0y, A s A, <Ly, tels que

1Y
- N3 log N << log Fy 0 ((AO + A B+ A 92) log o) << = N> log N .

Si cette assertion était fausse, le lemme 3 montrerait que les o(v) sont tous
trés petits, le lemme 5 fournirait des facteurs primaires q(v) de chaque o(v)
tous trés petits, du fait que les ¢(v) ont un p. g. c. d, trivial deuz des q(v)
sont premiers eux mais ne vérifient pas le lemme 4 : contradiction.
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Le méme argument qu'en (ii) montre que le nombre cp(pO » \) vérifie aussi

3

-~ N7 log N << log @(po y \) << - N3 log N

3e pas. - Un multiple convenable de m(po s ) » du type By = (VA)CNLN m(po ' Ay
vérifie encore un encadrement analogue et 8y » alnsi que ses conjugués, est un
polyndme en les conjugués des o, et Aa, au-dessus de Q(w) (de degré < m et
do respectivement), & coefficients dans 4 w] de degré << NLN et tel que
log ht <« HN o

Gréce au lemme 6, on obtient un polyndme irréductible, RN(w) dans _g[w] et un
8
entier positif s , tels que Ry et Q = RNN vérifient

deg QN << NLN s log ht QN << HN ’
- NB(log N) f1/4 < logIRN(w)l ’ IOgIQN(w)I <« - N log N .

4e pas. = On applique le lemme 4 aux polyndmes QN et QN+1 pour No EN<N
On en déduit Ry = Ryi1 et donc RN1 = RNO « Ce qui implique

1 [ ]

- 1og}QN1(w)l -y logIRNO(w)| << Nf/z £1/4 Ng(log ) £1/4

« £1/2 Nf(log Nl)-1/2 ,
et contredit la borne supérieure de loglgN (w)| obtenu au troisidme pas.
1

Cette contradiction achdve la démonstration du théordme,
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