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Séminaire DELANGE~PISOT-POITOU 14~01
(Théorie des nombres) )
166 année, 1974/75, n° 14, 10 po 24 février 1975

QUELQUES RﬁSULTATS SUR LES APPROXIMATIONS DIOPHANTIENNES

par Peter BUNDSCHUH

D'abord nous étudierons une certaine généralisation du théoréme de Gel!'fond-
Schneider sur la transcendance de ab . Notre théoréme dit, sous une forme peu pré-
cise, que l'approximation simultanée des nombres a , b , ab par des nombres al-
gébriques de degré borné ne peut &tre trés bonne, si 1l'on impose aux nombres com-
plexes a et b certaines conditions naturelles. Cette question avait été étudiéde
auparavant par FRANKLIN, SCHNEIDER et SMELEV. Notre théordme implique quelaues co-

rollaires sur 1'indépendance algébrique.

Puis nous donnerons quelques résultats nouveaux sur les approximations diophan-
tiennes dans des corps de séries de Laurent formelles. De 1941 & 1946, WADE a publid
trois articles sur la transcendance de certains éléments de tels corps ; ces études
avaient été reprises par lme GEIJSEL depuis 1971. Ici nous obtiendrons des mesures

de transcendance par une méthode élémentaire.

.

Soient a , b des nombres complexes arbitraires, a #0431 ,4,et b irration-

nel. Soit {(no ’ ”1 ’ ﬂe)} une suite infinie de triplets de nombres algébriques,

satisfaisant 3

(1) 1es Ty appartiennent 3 un corps de nombres fixé,

(ii) tous les “o sont irrationnels,

(iii) les conjugués des ﬂi sont uniformément bornés,

telle que 1l'inégalité

nax(|b - 0| , |a - 0 |a® - M,1) < exp(~ log" ®)

soit vérifiée, ou H est une borne supérieure pour les hauteurs h(no) ’ h(nl) ’
h(n2) « Alors ona k7.

Cet énoncé fut démontré par FRANKLIN [9] sous une forme légtrement plus forte.
Vingt ans aprés, SCHNEIDER ([13], Satz 27) a montré que la condition (1) de ce

théoréme peut &tre affaiblie et remplacéde par la condition suivante
(i') a(n;) =,

ol n est un nombre naturel fixé, et d(7)) dénote le degré exact du nombre algé-
brique 1 3 il a montré de plus cue la condition (iii) est superflue, et enfin que
1l'on peut se débarrasser de la supposition asymétrique (ii) concernant la nature

arithmétique des lp Par comparaison avec celle des Nyo» My Néanmoins,
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SCHNEIDER avait obtenu la conclusion k < 5 . Halheureusement la démonstration de

ce résultat est incompléte a la fin,

En 1971, SMELEV ([14], Theorem 2) a amélioré ce résultat en montrant k < 4 sous

la condition (i') et une nouvelle condition asymétrique & la place de (ii)

(ii') Si la suite des ﬂo ne contient qu'un nombre fini de nombres irrationnels,
alors log h(ﬂo) > c log H doit &tre satisfait avec une certaine constante ¢ > #

pour tout “o rationnel.

Simultanément, nous avons montré ([ 37, Satz 2) que 1'on peut avoir un peu plus
que k < 4 , mais maintenant sous la seule condition (i'). Le seul fait que nous
n'avons plus besoin d'une condition asymétrique en ﬂo ’ “1 ’ ﬂz nous permet de
donner des applications qui seraient impossibles autrement (voir aprés la conclu-

sion 2). Nous avons le théordme suivant.

THﬁORﬁME le = Soient a#0 , 1, gi b irrationnel des nombres complexes arbi-

traires. Soit ¢ > 0 (resp. n) un nombre réel (resp. naturel) arbitraire. Alors

1'inégalité
b 4 -2+
max(|b - nol y la - ﬂll , la° - ﬂ2|) < exp(~ (log H)" (log log H)™<'F)

n'admet qu'un nombre fini de solutions (ﬂo ’ ﬂl ’ ﬂ2) en nombres algébriques

nO ’ “1 ’ ﬂz avec d(ﬂi) <n, h(ﬂi) £H pour i=0,1,2,

Le principe de la démonstration est le suivant : Nous montrons deux théordmes qui

donnent ensemble l'assertion précédente.

THEOREME A. - Supposons que les hypothéses du théordme 1 concernant a , b ,

€ » n sont satisfaites, De plus, il existe une constante ¢ = c(b) > 0 telle que
IQb - Pl > exp(~ ¢Q) soit rempli pour tout nombre entier P et tout nombre natu—

rel Q « Alors 1l'énoncé du théordme 1 est vrai.

Dans ce casy, ou b ne peut pas 8tre approché treés bien par des nombres ration-
nels, la méthode de démonstration employée par FRANKLIN, SCHNEIDER et SMEIEV fonc—
tionne, ce qui est essentiellement la méthode de GEL'FOND (voir (3], pe 113-116),

Le théoréme 1 sera complété par la démonstration du théordme B.

N
THEOREME B. - Supposons les hypoth®ses du théordme 1 concernant a , b s £ N

satisfaites. Supposons que 1'inégalité

(1) lp - 2| g 7@

admette une infinité de solutions (P , Q) avec Q> 0 . Alors 1'inégalité

(2) nax(la - 0,1 5 [a° = 1,]) € exp(= (108 1)? (10g 108 B)>E)

n'admet qu'un nombre fini de solutions (ﬂl ’ ﬂz) en nombres algébriques ﬂl P
avec d(ﬂi) <n, h(ﬂi)‘$ H pour i=1, 2,
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Esquisse de la démonstration du théoréme B. - Remarquons d'abord que (1) possdde

m8me une infinité de solutions (P » Q) » avec P et Q premiers entre eux, parce

que b est irrationnel, et les Q correspondants ne sont pas bornés. A toute
telle solution (P , Q) » nous adjoignons d'une manidre propre un nombre naturel
Erif}gaintenant nous faisons l'hypothése que le théordme B est faux, ce qui veut
dire que 1'inégalité (2) admet une infinité de solutions (ﬂl ’ nz) y &vec h(ni)
inférieur ou égal & ces H . Nous essayons d'obtenir une contradiction, et cela

sera réalisé en cing étapes.

1°© A 1'aide d'un lemme de Siegel bien connu nous construisons une fonction suxi-
liaire propre
_1 .
Q(Z) = Z(jl’kﬂ Cjk eX'P(J + bk)Z ’
avec Cjk € 27 chk!'s C 5 et non tous nuls telle que ]Q(S)(x log a)] soit

"petit" pour 0 < s <s 0Lx<x, e« Ici C, q, X, dépendent du pa-

0’ 7S 0 07 %o
ram¢tre H d'une manidre propre, et "petit" signifie une certaine fonction positi-
ve de H tendant suffisamment rapidement vers zéro avec H ——> « . Cette étape ne

dépend pas de notre hypothése,
2° De l'hypothese, il s'ensuit que les
(s) -1 . 8 Jjx/ bykx
8/ (x log a) = zg,k=0 Cjk(J + bk)" at (a”)
ne sont pas seulement "petits™ en valeur absolue, mais méme "trds petits" (en dé-
pendance de H ) pour les m8mes s , x . L& on utilise une minoration du type de

Liouville pour les valeurs absolues des nombres algébriques

-1 jx kx .
Qs,x - Zg k=0 CJk(J +'—'k) n My 82 és,x #0 .

Parce que P/q , “1 (resp. n ) sont ™rés proches" de b, a (resp. ab) et

parce que les |Q<S)(X log a) sont "petits" d'aprds le 1°, nous obtenons une

bonne majoration pour lés,xl contredisant la minoration, ce qui montre Qs,x =0,
et de 1a nous tirons facilement la conclusion de cette étape.

3° (Induction) Soit 0gi<JT (J proprement choisi en dépendance de H), et
soient |@ S)(x log a)l "tres petits" (comme au 20) pour 0 s < 8; = 2 Sq
0gx< X, = ot Xy 3 alors ces valeurs sont aussi "trés petites™ pour les s , x
avec 0gs < Si+1 y 0gx< xi+1 » Ici les outils principaux sont une formule
d'interpolation de Hermite, la formule intégrale de Cauchy, et encore une fois un

procédé comme gu 2° (comparaison des (s)(x log a) aux QS < correspondants).

4° D'aprés le 2° et le 3° nous savons que lé(s)(x log a)] est ™rés petit" pour
0gs < sJ sy 0Kx<x%_, et nous utilisons les formules de Hermite et de Cauchy
pour montrer que les & S)(O) 0g<s < 92 sont "trés petits"., Four cette raison,
et comme P/Q est "trés proche"™ de b , les nombres rationnels Qs,o correspon-
dants sont trpp petits pour &tre non nuls,

5° Les équations @S’o =0, 0g£s< q2 » montrent qu'il existe deux paires

(3 ox) s (3', k'), différant 1'une de 1'autre, telles que l'on ait
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i - 3') =Pk - k) .

Pour Q suffisamment grand (ce qui équivaut & H suffisamment grand), on a
P#0 , et de 12 on sait que Q divise k' -k et, de plus, Q< |k' = k| <q
d'ou nous avons la contradiction désirée, si nous avons bien choisi q en dépen-

dence (de H et donc) de Q .

2. Applications du théortme 1 et remarques.

En utilisant des idées de FEL'DMAN et de GEL'FOND, on peut gagner quelques corol-

laires de notre théoréme 1, dont nous en présentons deux.,

COROLLAIRE 1. - Soit P(Y1 ’ Y2) € g[Yi ’ Y2] irréductible sur Q s et dépendant

effectivement de Y1 et de Y2 e« Soit b un zéro transcendant de la fonction

P(z , z%) . Alors 1'inégalité

(3) b = 7| < exp(~ (10g n(M)* (Log log n(1))~1)

admet au plus un nombre fini de solutions en nombres algébriques T avec d(ﬂ)

uniformément borné.

© ~Cy k
CONCLUSION 1. — Soit (par exemple) b = Ek_l 2 avec ¢, = 2

5°  sont algébriquement indépendants sur Q .

. Aors b et

Démonstration, — Nous suivons la méthode de FEL!'DMAN [87], et posons

Vv = max

i=1,2 degreYi(P) .

Supposons que (3) posseéde une infinité de solutions 1 avec, disons, d(ﬂ)“s ¢

Si P(Y s Y ) = Y? Y; y NOUS avons

o =0 o T

P(My5°) = P(1,8°) = P(b,5°) = (1) 2;; A (") (P12 pus st h)

_ ZV T \ . .
avec %j(Y2) =0 %1 Y, . De 14 nous tirons la conclusion

(4) [2(n 4 ©°)| < exp(- 3 (108 n(M)* (108 10g n(m)™1)

pour tous les 1 satisfaisant & (3) avec h(7) suffisamment grand. Si h (n)
est le coefficient le plus haut du polyndme minimal de Nyet si 7 J (ZSJSﬂ(ﬂ))

sont les conjugués de T , alors nous avons

() ) =@ ) vy gy g, @ ooy,
Quand h(ﬂ) est suffisamment grand, P*(Yz) n'est pas identiquement zéro, mais
(6) [2*(6") | < exp(= 3 (108 n(M)* (108 17 n(7))™L)

& cause de (4), (5), a(m) s a, () <h(m s et 19| <1 enlm) . ve (6)
(avee [7], lemma 5), en déduit que l'une au moins des racines de (-2) » disons
€ » satisfait & 1'inégalité

(7) v° = &] < exp(- %+ (10g n(M)* (10g 20g n(1)™Y) .

Iei € est algébrique avec d(E) £ ved =n , et h(g) < ch(ﬂ)zn = H avec une
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certaine constante ¢ > 1 dépendante seulement de v , d et des & ,r * Mainte-

?
aant nous déduisons de (3) et (7) que le systéme

- ! -1
max([o = 1 5 16® = £]) < exp(= £ (20)™ (108 B)* (10g 10g B)™)
admet une infinité de solutions (7 , E) » avec a(7m) , d(E) < n (fixé) et h(m) ,
h(g) < H , ce qui contredit 1'énoncé du théoréme 1, si on l'applique avec a=b=b ,
To=My =T» My=€ et e=1/2.
En ce qui concerne la conclusion 1, le nombre b est naturellement transcendant
3 cause du théordme de Liouville (voir [13], Satz 1) ; si 1'on prend pour T 1les

sommes partielles successives de la série pour b , on voit aussitdt que 1'inégali-

té (3) du corollaire 1 admet une infinité de solutions en nombres rationnels 1T .

COROLLAIRE 2, - Soient a , » algébriquement indépendants sur Q . Supposons

que 1'inégalité

(8) max([b = M| 5 fa =7, 1) < exp(~ (1og H)* (log log H)™?)

admette une infinité de solutions (no ’ nl) en nombres algébriques avec d(ﬂi)sm

(fixé) gi h(ni).s H pour i=0, 1., Alors a, b 33 ab sont algébriquement

indépendants sur Q .

La démonstration se termine eomme en [14] (Corollary 3). Du corollaire 2 nous
tirons la conclusion suivante.

) oo} -ck 4k "'d.
CONCLgiION 2. - Soient (par exemple) b = Zk:l 2 %y e =2
dk =44 . Alors b, D, Eh sont algébriquement indépendants sur Q .

E—t. F— =12 k,

Par exemple, de [6] (théoréme 3), il s'ensuit qge b et b sonE algébrieuement
indépendants sur Q . Prenons de nouveau stm 2 k (resp. Zkgm 2 dk) (m=1.2,...)
comme ﬂo (resp. nl) s et b (resp. E) comme b (resp. a) s on voit aisément
que la supposition (8) du corollaire 2 est satisfaite, d'ou 1'énoncé s'ensuit. Re-
marquons que h(no) = ZCm <20 = h(nl) =H et de 12 (1eg h(no))/(log H) -=>0
pour m —> « , ce qui démontre que la condition (ii') (voir avant notre théordme 1)
n'est pas satisfaite, de sorte que l'on ne peut pas déduire notre conclusion 2 de
[14] (Coroliary 3).

Remargues.

1° Dans son travail [14], Smelev donne aussi un théordme du type suivant : Soient
a y b des nombres complexes qui se laissent approcher simultanément "trés bien"
par des nombres algébriques de degré borné. Alors ab est transcendant. Mais il &
besoin de la condition (ii') qui peut &tre supprimée naturellement si 1'on utilise

notre méthode de démonstration esquissée plus haut.

2° Cette méthode donne aussi des résultats dans le domaine de la généralisation

du théoréme de Gel’fond—?ch%eider effectuée par BAKER qui a démontré [2] la trans—
cendance du produit rﬁ=0 avV sous les conditions suivantes : Soient 2, #0 4, 1
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et bv des nombres complexes algébriques tels que 1 » bo 9 ece bn~1 soient 1li-
réairement indépendants sur Q . WALLISSER [19] a montré que cette conclusion reste
vraie si les b ne sont plus nécessairement algébrigues, mais se laissent appro-
cher simultanémZnt "trds bien" par des nombres algébriques. Nous avons généralisé
[4] ce théoréme en montrant : Si a #0 , 1 sont des nombres algébriques, et si
bv sont des nombres complexes tels que 1 bo ? oo 9 bn“_1 sont linéairement in-
dépendants sur Q » alors les n + 1 nombres bo ? ese bn-l ’ nav\’ ne peuvent
pas 8tre approchés simultanément "trés bien" par des nombres algébriques, La démms-
tration, au contraire de celle de WALLISSER, a besoin de 1'analogue en n dimen-
sions de notre méthode. Il serait intéressant de pouvoir supprimer la condition que
les a doivent &tre algébriques au cas ou n > 2 et d'obtenir ainsi un analogue

v
de notre théoréme 1.

30 Mentionnons enfin qu'AUGUSTIN [1] a montré un analogue du théoréme de Franklin-
Schneider en p-adique, mais que sa démonstration est incompléte & la fin, Toute-
fois 1'énoncé de son théordme peut &tre justifié, et méme amélioré, par notre mé-
thode.

3. Corps de séries de Laurent formelles.

Soit F un corps fini aveec q = pk é1éments, x une indéterminde, TF[x]
1'anneau des polyndmes en x & coefficients de F , et F(x) 1le corps de quotients
de Fx]. P(x) est valué discrdtement par

de (a )—de (a )
la,(®)/a,(x)| =« TR

Y

ou ai(x) e Fix], az(x) #0 , et deg(a) dénote le degré exact de a(x) € Mx] ,
a(x) #0 , deg(0) = = » . Soit K 1le complété de F(x) par rapport & cette va-

luation, et notons aussi par

son prolongement sur le corps K qui est de

méme valué discrétement de cette facon.

C'est MAHIER [12] qui a démontré que beaucoup de résultats de la théorie classi-
que des approximations diophantiennes ont des analogues dans K , par exemple le

théordme de Minkowski sur les formes linéaires que nous allons utiliser plus tard.

I1 est aussi possible de faire une théorie des nombres transcendants dans iK .
Ici un élément o € K est dit transcendant, s'il n'est pas algébrique sur F(x) ;
le rBle des entiers rationnels sera naturellement joué par les éléments de M x] .
Les premiers résultats de transcendance dans K étaient démontrés par WADE ([16],
[17]s [18]) ; ses études avaient été reprises par Mme GEIJSEL ([10], [11]). I1 y a
essentiellement deux méthodes pour démontrer la transcendance d'un w € K : Pre-
midrement, une méthode élémentaire, utilisée par WADE ([16], [17]), et deuxi®mement,
une méthode analytique du type SIEGEL-SCHNEIDER, qui fut introduite par WADE [ 187,

et appliquée par Mme GEIJSEL ([10], [11]).

On peut se demander, s'il est possible de donner des mesures de transcendance

pour des @ € K transcendants sur F(x) s et c'est a cette question que nous
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allons consacrer le reste de ce papier,

Soit P(Y) = Zl;o

degré exact de P , et par

a . » a8 € F{x] non tous nuls ; dénotons par d(P) 1le

h(P) =m
la hauteur de P ., Posonsy pour w€ K transecendant sur F(x) ’

ol s ) = i s (p)en (el P9 2

et de plus, par analogie avec le cas classique,

- log wn(H ’ w) ' Wn(w)
wn(w) = lim supH_'m Tog O ’ W(w) = lim supn_‘eo .

n
Alors il s'ensuit de 1l'analogue du théoréme de Minkowski déja mentionné (voir

[12]) que 1'on a
wn(H v ©) € E P max(1 5 Jol™) ;

de 1la, on a tout de suite wn(w) 2> n pour tout nambre naturel n et de plus
w(w) 21 . Soit p(w) 1le plus petit indice tel que wu(w) = » 5 si un tel indice
existe ; autrement on pose u(w) = o . Maintenant on dit qu'un élément we K ,

transcendant sur F(x) , est respectivement un

S-nombre, si 1 g w(w) < o et u(w) = ®
T—nombre, si w(w) = o ot plo) = o,
U-nombre, si w(w) = o et u(w) < @ .

Comme le corps K , valué par l. » est localement compact, on peut introduire
une mesure de Haar sur K , C'est en 1964 que SPRINDZUK (voir [15], chapter 3) a
démontré que presque tout we K (au sens de cette mesure de Haar) est un S-
nombre, méme avec wn(w) =n pour tout n > 1 . Cet énoncé permet de juger la qua-
1ité des mesures de transcendance trouvées pour des o € K spéciaux. Comme dans le
cas classique, on dit qu'une fonction réelle Tw(H yn) >0 s'appelle mesure de

transcendance, si l'on a Wn(H ’ w) > Tw(H ’ n) au moins pour tous les H , n

suffisamment grands,

Pour domner un exemple qui montre comment la méthode élémentaire de démonstration
de la transcendance d'un w € K peut fournir des mesures de cette transcendance
pas trop mauvaises, nous choisissons un théoréme dont la preuve se réduit & un mi-

nimum du point de vue technique.

THEOREME 2, ~ Soit @ = Z;;l(xq -x)! ; soient n et H des nombres naturels
quelconques. Alors on a ‘

+

"'C .FBn —c onq
IP(w)] 2q 17 &® 2

pour tout polynSme P non nul avec d(P) <n, h(P) <H, Ici 01 ' C, sont des

constantes positives qui ne dépendent que de q et qui peuvent &tre données expli-
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citement,

Notons que la transcendance de cet w fut démontrée par WADE ([167, theorem

4.1). Des définitions précédentes le corollaire suivant se déduit immédiatement.

0 qk -1 ’ z
COROLLAIRE, - w = Zk:l(x - x) est un elément transcendant de X , plus

exactement un S-nombre comme presque tous les é1éments de K

Esquisse de la démonstration du théordme 2, — Nous commencons avec le lemme fonda-

mental dont la preuve dépend d'un analogue de ce lemme de Siegel que nous avons
utilisé dans 1'étape 1° de la démonstration du théordme B, Cet analogue se déduit
du théordme de Minkowski-Mahler, mentionné auparavant, et on trouvera une preuve
détaillée dans [5].

IEMME, - Soit P(Y) = ay Yd + eee +ay un polyndme quelconque avec a; € Fx] ,

ay #0, d3z 1. Alors il existe By 2 eee s Ag € M x] , non tous nuls, avec

d \ =
(9) deg(Aj)vs ad(q - d + 1) , ou a= maxOsisd deg(ai)
tels que
a 3 a ’-d et )
(10) ZJ,=OAJ.Y —P(Y)Zj=OAjZk=O b a; Y .

Ici les bk sont des sommes finies de produits composés exactement de k fac-

teurs a. 4 ... s 2, non nécessairement différentes,

M x

Ce lemme nous permettra aussitét d'exploiter largement 1la caractéristique p .

Nous dénotons Zj Aj Zk ess par Q(Y) avec la convention usuelle qu'une somme

vide Zk ee. est égale 3 zéro.

Prenons maintenant un polyndme quelconque P(Y) = Z?:O a; Yi non nul, avec
d(P) =dgn, n(@) =q% <H.8L d=0, nous avons méme |P(w)| > 1 . Clest
pourquoi nous pouvons supposer d > 1 , ce qui veut dire que P(Y) est exactement
sous la forme supposée dans notre lemme, Dans la formule (10), nous substituons o
& Y, puis nous utilisons |o| = "3 < 1 et (9) pour majorer |Q(w)| d'une™onne"

maniére, La seule chose qui reste est la minoration de

a J ! ® k J
11 2, ¢ o350 @ -3
( ) 3=0 Aj ) 35=0 Aj Zk=1(x x) 9
o d' g d est le plus grand indice j tel que A, #0 ,

i ar J

Posons Gy = ﬂizl(xq -x)%  quand q > 3, puis
! ' "

(12) S = 6 J.=OAJ.(Z +2) =8 48",

Ici 1'indice J doit &tre choisi proprement en dépendance de a et 4 » et de
plus la somme ZZ;I dans (11) doit &tre séparée en deux sommes Z' ’ Z" d'une

maniére un peu technique telle qu'on peut dire :

(i) ste Hx],
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St £0 et

(iii) tout membre s" de la somme S" satisfait & la condition ls"| <1 et

par conséquent st <1

Ces faits et la valuation non archimédienne de K nous permettent de tirer la con-

clusion lSl = |S'l de la formule (12). Cela nous donne une minoration pour S ,

puis la formule (12) nous donne la minoration désirée pour (11). En é1éminant J
en faveur de a , d , et en utilisant qa =h(P) gH, d' £ d = d(P) <n, ona

facilement 1'énoncé du théoréme 2 quand 4 > 3 . Quand q = 2 , il faut changer le

choix

de G, pour pouvoir tirer les conclusions (1), (ii) et (iii), mais alors la

J

démonstration se termine de la méme facgon.

Signalons enfin que notre papier [5] contiendra un certain nombre de résultats

semblables, mais 12 les démonstrations seront plus détaillées,
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