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TABLEAUX DE YOUNG ET FONCTIONS DE SCHUR=LITTLEWOOD

par Alain LASCOUX

1. Introduction.

La thdse de Schur en 1901 a marqué le départ d'une importante série d'études sur
les représentations des groupes linéaires et symétriques, et qui s!'étendent & des
domaines beaucoup plus vastes, que ce soit les partitions d'entiers ou le groupe de

Grothendieck K(X) d'une variété algébrique.

I1 y a en effet des analogies frappantes entre différentes de ces théories 3
LITTLEWOOD a adopté un point de vue intéressant d'opérations sur les fonctions sy-
métriques (qu'il appelait S~fonctions, SCHUR ayant en pratique considéré les fonc-

tions symétriques des é1léments de GLM ).

Nous préférons partir de 1'étude d'une structure d'algdbre, présente dans toutes

ces théories, dont nous avons donné quelques propriétés dans (4).

Soient M un entier, I = (il ’ 12 9 ece iM) un multi-indice appartenant a
NM sy I croissant (noté It ) : 0 < i1 < eee & iM . i1 + eee + iM = lI| est dit

le poids de I .

Soit {AI} une famille d'objets. On considére le Z-module _g[AI] y qui nous
permet de définir AJ =+ AI pour J non croissant ( (i1,12+1,...,iNﬁNL1) est
la permutation croissante de (jl ’ 32 + 1y eee) 3 + est le signe de cette per—
mutation ; si la permutation n'est pas strictement croissante, on pose AJ =0 ),
et A, par lindarité, pour 2z somme finie d'indice. On définit alors une multi-
plication dans 2[A] , distributive par rapport & 1'addition, qui posséde la pro-
priété (P) :+ vi, It, Ay AL = 2 A; » la somme s'étendant i tous les Jt ,

i, €3, §4,8J,< «os tels que 1+ |I| = [J| . Cette multiplication fait de
Z[A] une algdbre commutative isomorphe & 1'algdbre Z[T] é&tudide dans (4) . En
particulier :

Si 1l'on représente It graphiquement par un diagramme dit de Ferrer

i, ¢ i
1
L]
L4 ?
i e # 0 3 ¥ 3
M

la symétrie par rapport & la diagonale nous donne Jt s dit transposé de I , et
notéd I~ .
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La transposition commute avec la multiplication et L'on a donc

A= det!AjNI .

2. Tableaux de Young.

I1 y a plusieurs algébres naturelles isomorphes ou quotient de ‘g[T] s celle des
sommes de Young présente 1'incomparable avantage d'tre une sous-algébre d'une al-

gébre dont la multiplication est bien connue.,

2.1, Tableaux de Young. - Soit It et son diagramme de Ferrer. Soient N

lettres (a , by «os 5 d) « Un tableau de Young d'indice I en a , b , ese est
un remplissage de I tel que si l'on ordonne les lettres par a < b < ... , alors
les colonnes lues de bas en haut sont des suites strictement croissantes et les

lignes de gauche & droite, des suites croissantes.

2.2+ Algorithme de Robinson-Schensted. — Défini par ROBINSON, redécouvert par

SCHENSTED qui en donne des propriétés intéressantes, cet algorithme (R. S.) permet
la multiplication des tableaux de Young. Il suffit de connattre celle d'un tableau

a4 une case par un tableau quelconque.

L'opération x x Y s'éerit ainsi : on divise la dernidre ligne de Y en deux

mots, celui de gauche Y1 y contenant toutes les lettres < x , celui de droite Y

les lettres > x . Si Y2 est vide, on place x & l'extrémité de la ligne et on

2

s'arréte. Sinon, on prend la premidre lettre y de Y2 y on remplace y par X
et 1'on porte y dans la ligne précédente. On répdte 1l'opération jusqu'a ce qu'on

doive s'arréter.

2.3, Cet algorithme permet de définir une structure de monoide multiplicatif
sur les tableaux de Young, Y .

THEOREME  (KNUTH [3])e = Y est un quotient du monofde libre des mots en

a’b’oooo

2.4, Soit dans 1l'algdbre 2(Y] , DI la somme des tableaux de Young d'indice

It . Alors Z[D] est une sous-algdbre de 2[Y] isomorphe & Z[T] (nous en don-

nerons la démonstration dans notre thése).

COROLLAIRE., ~ DI est un déterminant en les Di » somme de tableaux lignés, au

D1 1’ sommes de tableaux colonnes.

2.5. le morphisme d'évaluation de Z[Y] sur 1l'algdbre des polyndmes en
ay, b, .o commute avec la multiplication des tableaux de Young, Y étant un

quotient du monoifde des mots.

COROLLAIRE, - EV(DI) est un déterminant en les Ev(Di) . C'est le polyndme sy-
dens [5], {I} pour LITTLEWOOD. L'évaluation est

métrique que nous avons noté t

I
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un isomorphisme lorsqu'on la restreint & Z[D], Z[t] étant isomorphe & z[T].

Aprés ces généralités, nous pouvons passer aux propriétés que nous démontrerons.

3. Quelques identités de Littlewood sur les S-fonctionms.
WWMMMWM

3.1. Somme des fonctions symétriques irréductibles. - LITTLEWOOD, par 1'étude

du groupe orthogonal, a démontré quelques formules particuliérement simples qui
1tont amené & définir une nouvelle opération, dite "plethysm". Nous allons montrer

comment la structure donnée ci-dessus permet d'en retrouver certaines.

3.1.1. THEOREME (LITTLEWOOD [6], BENDER-KNUTH [1]). = Soient M lettres et

tI , les S-fonctions irréductibles en ces lettres. Alors

1 1
ZtIzna.chdl-xﬂKyl—xy‘

Nous allons associer & tout tableau de Young, de maniére bi-univoque, un ensemble
d'entiers {ng , ... , ng s Ny eee} o Le théordme en découlera, le premier

membre étant 2 E Y et le second
v n n .
2 a8 ese (ab) av ..

Supposons défini 1'isomorphisme pour M - 1 1lettres. Soit Y'(a , ... ¢) le

tableau correspondant & {... n N nbc} o Alars, Y est le tableau obtenu par

c ?
la multiplication par
n n

cd ad
c ees &

suivant 1'algorithme ainsi modifié : x Xd Y" : on multiplie Y" par x suivant
Re S. ; si le processus s'arr8te a4 la r-iéme ligne, alors on place d & 1l'extré-

n
mité de la ligne précédente. On termine en multipliant le tableau obtenu par 4 d,

On conclut grfice & la propriété (P) qui peut s'énoncer ainsi : Soient i , It , Jt
vérifiant la condition indiquée ; étant donnés i , I et un tableau Y d'indice
J , il existe une décomposition unique Y = Y' Y" avec Y' d'indice i et Y"
d'indice I .

ExemEle. d d d
c c d cd
3 cec _ be becec beccd
d” baa X, abe -7 aac ™ aaa ™™ aaabd
et finalement,

d
cd
bcecd
aaabddad

Le tableau Y ol 1l'on oublie les d est bien (baa) x Y' ,

1

=’ on a aussitét

Si 1'on se limite & droite au produit ]
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36142, FIT——L§§ =2 tI pour les I dont les colonnes sont de longueur paire.
La transposition nous donne ¢

3e1e3e TII-:L;Q ﬂ7z—:L§§ =2 tI peur les I dont les lignes sont de

longueur paire.

3.2, Une autre identité de Littlewood., - Etant donndes les identités ci-dessus,

on éprouve l'envie de calculer n(l + xy) o Il nous faut pour cela construire un

nouvel algorithme, Tout d!'abord :

DEFINITION, - L'équerre d'un élément d'un tableau est 1l'ensemble des lettres &

droite sur la ligne (bras), et au-dessus dans la colonne (jambe), 1'é1ément étant
la téte.

THEOREME (LITTLEWOOD). - [1(1 + xy) = 3 T; pour les indices I tels que les

équerres des é1léments diagonaux ont une jambe plus longue d'une unité que le bras.

Supposons, comme au paragraphe précédent, qu'on ait explicité 1'isomorphisme pour
n n
M -1 lettres, On multiplie alors Y' par a ad ee.c cd

1 , suivant 1l'algorithme : x XXd Y" : on multiplie par x suivant R. S. Si 1le

p OW les n sont O ou

processus s'arréte & une case prolongeant la i-idme équerre diagonale, alors on
porte d & l'autre extrémité de 1'équerre. Nous laissons au lecteur le soin de con-

clure, en utilisant (P~) , i. e. la multiplication d'un tableau par un tableau

colonne,
ExemBle.
d
d c
c c b
ab XXd a ¢ ==> a4b ~-=> gsad

BURGE [2], a donné une démonstration combinatoire des formules 3.1 et 3.2, mais

ar 1l'intermédiaire de matrices d'entiers associées aux tableaux de Young par KNUTH,
D : b

4. Produit tensoriel et partitions.
WMMMMW

Montrons qu'inversement, des opérations naturelles sur les S-fonctions permettent

de calculer des sommes de tableaux.

DﬁFINITION. ~ Soient une famille d'entiers et un indice It . Une partition de

N

n est un remplissage de I par des entiers appartenant 3 la famille, tels que les

colonnes de haut en bas, ou les lignes de droite & gauche soient des suites crois-—

santes, et tel que la somme des 4léments contenus dans I soit n .

IEMME., - Une partition en les entiers (1, ... » M),_é r lignes au plus, est

associée bi-univoquement & un couple de tableaux de Young de m8me indice,

Yl(rd 9 e 1) [ Y2(I‘- 1 9 oece O) L)
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L'issmorphisme se décompose par colonne et provient d'une construction de Sylves-
ter : si 1'on représente une partition colonne par un diagramme de Ferrer et si
1'ow trace la diagonale, alors en comptant les % suivant les lignes dans le quart
de plan & droite, diagonale comprise, et suivant les colonnes pour l'autre quart de

plan, on obtient 1'isomorphisme.

Exemple.
1
La partition 3 2 donne pour la premie¢re colonne
4 2
2 0
° .
* *//; 2,
#7 % % % 4
pour la seconde
1 0~
3 3¢ 1
,*//i 2 ’
i. e. la partition est associée a i é et g ? .

Or, étant donnés deux ensembles de lettres (al see.) ot (b1 yeee) » ON sait
depuis CAUCHY que

iJ

et donec
=2 Ev(Yl) Ev(Yz) ’

la somme s'effectuant sur tous les couples de tableaux de méme indice, Y1 en

8 geece ) Y2 en b goce
En remplagant i par x~ dans les tableaux ci-dessus, on obtient le résultat

suivant,

THEOREME (MAC MAHON [7]). - La fonction génératrice des partitions planes en
(15 eae o M) a r-lignes au plus est égale &

TPzM nj:r—l 1
i=1 j=C i+J

1-x
Remarque. - Le produit "tensoriel" respectant le nombre de colonnes, on obtient
un théordme plus fort :

L}

THEOREME (MAC MAHON). - La fonction génératrice des partitions planes en

(1 ? see 3 M) a r-lignes au plus, ¢ colonnes au plus, est

m 1 - xi+3+q
i - £ 1+]
On peut se poser la question d'étudier directement la fonction TK(l-xn+q)/(1-xn»
ou n parcourt une suite finie d'entiers, et en particulier se demander pour

quelles suites on obtient un polyndme comme ci-dessus.
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5« S-=fonctions spéciales.

~~—

Les liens avec la théorie des nombres apparaissent plus clairement lorsque 1l'on

choisit pour a , b, ... certaines puissances entidres de x .

Donnons en exemple un ensemble de polyndmes appartenant aux fonctions "spéciales"

de Littlewood, qui contient les polyn8mes de Gauss.

THEOREME (LITTLEWOOD, GORDON [ 3]).

i +k=1  i.+j=
tI(XO 9ecey XIVI-I) =n

1
M-13k> 3§30 (x ¢ -x 0T )/ - )

Démongtration. - Depuis JACOBI (Cf. 4), on sait que

tI(a [ b '] ooo) = AI/AO 4

O+i1 1+i2
a a LN J 8-

HF1+iM

O+11 1+12

AI=det b b s .

Pour les valeurs choisies
0 i 0 i+1
(x) ! ()2
i i,+1
by = det (x}) 1 (x}) 2

et il suffit de permuter les exposants extérieurs et intérieurs pour constater que

ce déterminant est de Van der Monde et égal au numérateur que nous avons écrit.,

Cas particulier.

o= ((1 == o (=) (- 1) e (1= Y

Myi-
M-1

est un polyndme dit polyn8me de Gauss et noté ( 1)x = (M+i-1)x , de méme que

- (i(i-1)/2 (f)x .

tl...l -

COROLLAIRE, - tI est un déterminant en les (Nhi_l)x ou xi(i—l)/2 (f)x .

Remarque, - Les valeurs pour x = 1 de ces polyn8mes tI sont intéressantes :
ce sont les rangs des représentatisns irréductibles de GgM et elles ont été obte-

nues par SCHUR.
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