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Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU 18=01
(Théorie des nombres) ,
16e année, 1974/75, n° 18, 10 p. 7 avril 1975

QUELQUES ASPECTS DE LA THEORIE DES CORPS CUBIQUES

par Pierre BARRUCAND

1., Extensions et corps cubiques purs.

Si & un corps de nombres algébriques K on ajoute un élément %Z—, x €X ,

35'¢ K , le corps KC@E) sera dit une extension cubique pure de K ., Cette exten-

sion sera abélienne si, et seulement si, le nombre p = (- 1 + +/= 3)/2 = exp(2mi/3)
appartient & XK . '

Si on prend K = Q » le corps QO?E} y mMme Q , sera dit corps cubique pur. On

peut sans perte de généralité supposer m entier et sans facteur cubique. On a
alors m = m, mg , (m1 ’ m2) =1, m sans facteur carré, Le discriminant de

m
2
Q(‘\B/n—l) sera alors A = - 302 £2 avec f =

m1 m,

) 1 si m=x 1(9) ,

]

6 = 3 autrement,

Une théorie assez compléte des corps cubiques purs a été donnée, sans considérer
la cldture galoisienne par MARKOV. Au début du XXe sidcle, DEDEKIND retrouva cer—

tains des résultats de MARKOV, et ajouta quelques nouvelles propriétés.

Un corps cubique pur posséde une unité fondamentale, sa cl8ture galoisienne, ou
plus généralement tout corps obtenu par adjonction de la racine carrée d'un nombre

rationnel négatif a Q(QGD » a deux unités,

2. Extensions et corps cubiques en général.

by

Une voie assez fréquemment empruntée consiste & considérer les extensions cubi-
ques en général, et les corps cubiques en particulier, comme des sous-corps non
galoisiens d'un corps galoisien. Cependant, on peut procéder d'une fagon directe-
ment inverse, Cette méthode a été utilisée par BERWICK qui a donné la gendse de
tous les corps cubiques de discriminant donné, par WAHLIN, qui a donné de fagon ex-—
plicite, mais un peu compliquée, la loi de décomposition, et par Chester JAEGER qui
a complété les travaux de WAHLIN.

Elle a été reprise par REICHHARDT. Une synthése entre les deux méthodes a été
faite par MARTINET et PAYAN qui ont retrouvé quelques uns des résultats de BERWICK
qu'ils ignoraient,

Considérons en général 1'équation x3 + Ax2 +B+C=0, A,B,C€K, K
désignant un corps de nombres algébriques. Si le polyndme est irréductible, c'est—
&=dire s'il n'a aucune racine dans K , il existe alors dans K des nombres

o s § € K tels que 1l'on ait, pour une des racines
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x = WaP=62) (aw/5) + e =s7) (a=/k) = x4y aveo xp = (a-57)/x,

K(xl) est évidemment une extension cubigue pure de K2 = KCJE) ’ xi € K(xl) ’
K(x

1) o) KC/E) -~ K et, par conséquent, x = xl + x{ fait partie d'un sous-corps de
K(xl) . Ainsi donc toute extension cubique d'un corps K est un sous-corps d'une

extension cubique d'une extension quadratique de K .

Autrement dit, toute extension cubique de K est un sous—corps d'une extension

cubique pure de K2 .

Dans le cas des corps cubiques cycliques, cela revient & définir ces corps comme

sous-corps d'une extension cubique pure de Q(v/- 3) .

Définitions et régles relatives aux corps quadratiques. Nombres quadratisues com-
plétement primitifs, - Soient K! = QCJET) un corps quadratique de discriminant

at , O' 1'anneau de ses entiers "actuels" clest-a-dire sans idéaux, et ¢ son

unité fondamentale, soit, si d! <O ,
1 si d' <-4,
i si d'='-4’

P si 4t “3.

il

Soit alors un entier p de O
b= (o + g~ar)/e , pz = (a2 + BZ‘VET)/Z
et en général
W= (o +p Var)/2.
v v
p sera dit primitif s'il n'est divisible par aucun entier rationnel,

p sera dit complétement primitif si u2 est primitif,

donc si p est un idéal premier de K' , | complétement primitif

plu =>N(p) =p

P premier non ramifié, non inerte dans XK' , et p’]u .

Evidemment si |, n'est pas complétement primitif nous pouvons définir un nombre
i completement primitif

i=ug s ple=>plar,

et on vérifiera que les corps

AW ut + D) et R 5 + D)

sont identiques.,

Donc, a tout corps cubique non pur K3 s nous pouvons associer un entier quadra-
tique | complétement primitif,

Ky = Q(«B/u2 p' +§/p.p"2) ;
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naturellement, K3 est un sous-corps de Ké = QC@LZ p') o

Caractdres de Berwick et 3-primerité. — Si |, est complétement primitif, N=N(p) »

on définit ,
x(w) = &) ew(E: (@) st 3far

2 S 3
x() = () exp(%‘-l-(”{ )) st 3far

et on vérifiera facilement que
2
N
(—3—) =1 => 310!8&'2 ’

en particulier, X(u) =1 si 9la6d’ Ay Si X(p) =1, y estdit 3-primaire
[1es x(p) forment une suite de caractdres multiplicatifs], et on vérifiera aisé-

ment que si  est un cube dans QCVd') » p est B-Erimaire.

Exemgles.
eg = (1 +,/§)/2 n'est pas 3-primaire

€6

Pseudocubes, = Un pseudocube est un nombre dont la norme est un cube, Meis aui

g = (25 + 3'/55)/2 est 3-primaire,

n'est pas un cube., Si d' >~ 3, d' discriminant de corps quadratique, est

un pseudocube.

Si d' =-4 , i est un cube 2+4+~ 23 est un pseudocube dans QW- 23) $ en
général, si d' < - 3, il n'y a de pseudocubes que si le 3-rang de QQ/E}) n'est
pas nul,

Si d' > - 3 et si le 3~rang de QO/E?) est nul, il n'y a pas d'autre pseudo-

cubes que les nombres eg, y 3n.

Corps quadratiques 3-primaires. — Un corps quadratique sera dit 3=-primaire, si

tous les nombres du corps, dont la norme est un cube (donc, s'il y en a, les pseudo-

cubes en particulier) sont 3-primaires. Sinon il n'est pas 3-primaire,

Si d' > - 3, une condition nécessaire, non suffisante, pour que ce corps soit
3-primaire est que son unité fondamentale le soit, la condition étant suffisante

seulement si son 3-rang est nul,

3. Gendse des corps cubiques.

Nous avons vu que tout corps cubique non pur peut &tre généré par adjonction a Q

2 \ 0 3 [
de T ==3L w! +-JL’2 b s p compléetement primitif, Inversement, si u2 p! nlest

pes un cube, Q(T) est un corps cubique. D'autre part, le nombre
™ = Jar [%2 I AL

appartient & 1'anneau des entiers de Q(T) . On a, plus exactement, si N = N(u)

Lh'—'(d'*‘ﬁ"/a—;)/zo

3

T-BNT—NQ/=0’
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™3 4 Nar 7% - atPmg =0 .

T est d'ailleurs divisible par 3 si Bld' ’ 3|B ( w est alors 3-primaire)
et si, ¢=177/3,
g3 +N(d'/3x -@' Ng/2D =0 .

Détermination du discriminant. - BERWICK a donné les régles nécessaires pour la

détermination exacte du discriminant de K = Q(T) . La supposition, que 1l'on peut
toujours faire sans perte de généralité, que y est compldtement primitif, simpli-
fie les rdgles, et on obtient en définissant f1 f2 f3 » T oy 90,

2 .3

N=pu'=f £5f3, f ,f, sans facteur carré (f1 ’ f2) =1
£=f f,,
Yy =0 si p est 3-primaire,

v =1 si pj n'est pas 3-primaire,
[33,a)Y=1,3 ou 9,
- 3a'/(3, d')2 82 £2 ’

0]
]

A

qui présente des analogies apparentes avec la formule du discriminant paur les
corps purs, Définissons d =~ 3d4¢/(3, d')2 o d est alors un disecriminant de

corps quadratique o d =1 .

Si d =1, 4'=- 3, et on retrouve les corps cubiques cycliques,

Si d#1, la cbmplétion galoisienne de K3 = Q(T) est obtenue par adjonction
de Vd a Ky » Ko =K30) = QT , 4A) .

Cas particuliers. - Si |y est un pseudocube, on a A = d92 o Un tel corps est

appelé corps fondamental ou corps de base (Groundfield).

En particulier, si le pseudocube est 3-primaire, 6 = 1 , et la cl8ture galoi~-

sienne de K3 est une extension non ramifide de QCJE) .

Exemple,
K3 =Q(@+«/Eg9_) ’
b=-23, hiv-23) =3,
KBGJ:_5§~ est le corps de classe de QCJ:~§§) "
Comme cas de Groundfields :
10 Q(ggf+ 3@7), e est une unité fondamentale,
20 QC?;.+-3EF), pp= exp (2mi/3) , ce corps est cyclique, discriminant 81 .
30 QG?@~+-357). ¥ est un pseudocube ; exemple : 2 + ./~ 23 discriminant + 621,

Familles de corps cubigues, - Une famille de corps cubiques est l'ensemble de

corps oubiques qui sont rendus normaux par adjonction d'une irrationnelle VE—;
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autrement dit, si Al ’ A2 sont des discriminants de corps cubiques, ces corps
appartiennent & la méme famille si, et seulement si, A1 A, est un carré ration-

nel,
Plusieurs corps de la méme famille peuvent avoir le méme discriminant.

Exemples particuliers : Corps purs, corps cycliques. Loi de décomposition., - Les

faits suivants sont bien connus
plef ~ (p) = p° ,
(8/p)
(/)

Par contre, si

0 p16f~(p)=p1 pgy

=1~ () =pp* W(p) = p°.

ou bien (p) =p. p, p, décomposition,
(/) = + 1 172’3
ou bien (p) =p inertie.

Des régles apparemment bien différentes ont été donndes pour séparer les deux cas

1° WAHLIN et C., JAEGER considérent 1la résiduacité cubique dans le corps QGﬂ;ﬁﬁ;U'

’

2° HASSE a montré que (p) est décomposé si, et seulement siy p est représen~
table par certaines formes quadratiques de discriminant A , A étant le discrimi-

nant du corps cubique,
Cependant, on peut simplifier considérablement ces régles,

Soit p=3m+A, A =1, 2.8Si p>3, p]A y pAN . (p) est décomposé
si, et seulement si, .u2 p' = x3 dans GF(pX) ; en particulier, si p = 1(3) ,
A=1,et yu est rationel dans GF(p) .

Maintenant, si p|N , mais si p n'est pas ramifié, p est décomposé si
(A/p) = 1 « Si on considére le corps

Q(x) : x3 + a2 X + al X + ay » discriminant A ,

on trouve que
(o/p) =1 play => (2) = p, p, pg .
Ceci est une conséquence directe du théordme de ZOLOTAREV,

Plus généralement, rappelons

T) = Qééﬁzm u’m + 3hm p;éﬁ) s 3fm

et si

um = (am + By VET)/2 » P#3, (A/P) =1
alors
Plog B, => (p) = p, p, P3

Le théor®me de Zolotarey nous fournit des rdgleg simples pour p=2,3,5,7,11,13 3
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nous supposerons que (o/p) = 1 ce qui implique

p=2, a's=s(8),
p=3, d'=6(9) ,
P=05, 11 (-‘-i;')=—1,
p="T9, 13, (%'-)=1.

(p) est alors décomposé dans les cas suivants @

- p=2, Zla ’ ZIB c'est-a-dire que p =a + B Jar » & 9 B entiers, par
exemple ¢ p =6 +-V5§i; on voit que (2) est décomposé dans le corps cubique de
discriminent - 999 ,

3, 9p.

!
e
i

- p=5,T7, plod .

- p=11, 13, plofa, .

Exemgle.v
p.=16+5«/—,
A==~ 4.81-1812 .

On voit que (4/5) =1 et (5) = Py Pp B3 e

4, Composition des corps cubiques.

Soient

R A
K, = QC@C2 v+ 3Qv'2)

deux corps distincts appartenant a la mfme famille c'est-a~dire que p et v ap-
partiennent au méme corps quadratiaue.

K

Le corps K1 K2 est un corps de degré 9 , et si K1 n'est pas cyclique, 1l'or-
dre du groupe de Galois est 18 , le corps K, K_ contient 4 sous~corps cubiques

12

qui sont, outre K1 et K2 ’

Ky = Q(B/uz v v +%Vu'2 v?)

K4 = QC?LvZ p'z v! +'3L2 vt v'2) .

Supposons que (p) n'est pas ramifié dans 1'un de ces quatre corps, et que l'on
ait (d/p) = 1 , alors

ou bien (p) est décompssé dans les quatre corps,

ou bien (p) est décomposé dans un seul de ces corps et inerte dans les trois
autres,

Si maintenant d =~ 3, K1 et K2 sont des corps purs,



18-07
Kk, =ofm) , K,=ofm),
Ky (Q(3m1 m,) s K, Q(As/ml m2§) .

I1 existe un autre cas ou la composition des corps cubiques est intéressante.

i
]

]
]

Soit A = d92 f2 » et supposons plef et (d/p) = 1 , ceci revient A :

1(3) )
3, a=1(3) .

]

ou p

i

ou p

Soient alors E un corps cyclique de discriminant p2 sousi p=3, de dis-
criminant 81 , et N 1la cl8ture galoisienne de K . Le corps N.E est alors une

extension non ramifide de N .

5« Structure du groupe des classes,

L'étude de la structure du groupe des classes fut commencée par H. COHN et moi-
méme en 1968 dans le cas des corps purs, depuis des progrds considérables ont &té
faits par G. GRAS, KOBAYASHI et F, GERTH III. Dans le cas des corps cubiques purs,
la théorie de GERTH III a un énoncé particulidrement simple : K = Q(%/E) y D sans

facteurs cubiques, on a alors

2 .
m=m om, o, m, m, quadratfrei ,

8 =1 si m=x+ 1(9)

A=-392mfm§ ’
=3 si m#zx 1(9)

w nombre des diviseurs premiers distincts de 6m, m

1 2”?
Wy nombre des diviseurs premiers = 1(3) de Bml m, s
@, nombre des diviseurs premiers =+ 2 , + 4(9) de em1 m, »

a=0 si mo:o,

a=1 si Wy

a=w—1"'ao

>0,

Nous avons alors une formule pour le 3-rang du groupe de classes r

max(wl ,E)srswl-i-?'u

en particulier, si w = 0, =0

Dans le cas, w = 0 , la théorie est tout a fait comparable & celle des classes

ambiglies dans les corps quadratiques.

Mais dans la théorie des corps quadratiques, le nombre de genres rationnels, dé-
finis par des congruences, est égal A celui des classes ambiglies, Dans la théorie

des corps cubiques purs, et méme en général dans la théorie de tous les corps cubi-

ques, il existe aussi des genres rationnels, mais reliés uniquement aux diviseurs

premiers = 1(3) de m (aux diviseurs premiers = 1(3) , ou, dans certains cas, &
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3 dans le cas des corps cubiques en général). Comme exemple, considérons Qéy;) ’
la norme d'un nombre o + B %ﬁr+-y %72 est alors

N = a3 + 783 + 49\(3 - 2lofy = 013 + 7NO
donc un idéal premier de norme p est principal si, et seulement si

(p/'?)3 =1 ou p=1T

D'autre part, il est connu que 1l'on a (p) = pl ps p3 si, et seulement si,

i

p=1(3) (T/P)B = 1 . En conséquence, (p) factorise en trois idéaux premiers
principaux et distincts si, et seulement si, (p/7)3 = (7/p)3 = 1 . Exemple :

_p=181-

Nous considérons maintenant le probléme de la détermination du 3-rang d'un corps

cubique pur, GERTH III a montré que l'on a r =w, + ®= A 5 O A est le rang

1
dtune matrice rectangulaire avec w, lignes. On peut donner des formules particu-
lidres plus explicites, par exemple, si m==+ 2 , + 4(9) , dans ce cas, 3/m ,

mais (3) est totalement ramifié, et w, = 1 , on a alors
£.
J

m=anj » =1(3) , quZ(B): §j=1 ou 2

et alors
A=0 si, et seulement siy, V J » (qj/p)3 =1y sinon A =1.

La conclusion est équivalente a : tous les a5 sont décomposés dans le corps cu~—
bique cyclique de discriminant p2 s soit Ep o Le cas considéré ici est un peu

particulier, mais illustre trds simplement la théorie générale,

Maintenant, supposons que w, =1, r =1, et que le nombre de classes soit

1
exactement 3. Exemple ¢ m=7 4, 14 4, 28 4 42 3 dans ce cas, tout idéal du corps

cubique devient principal dans K.EP .

w
Plus généralement, si hé?a) =31, tout idéal premier de K devient principal
dans X.E .E eesl .
Py Py Py |
Le probleme de la détermination du 3-rang dans un corps cubique général est tréds

voisin, cependant il devient plus compliqué si 3|h0/§) s h nombre de classes du

corps Q(A) .

Conjecture (maintenant prouvée par GRAS et GERTH III) de Callshan, = Si

p=d~p2flo1,

et si R, est le 3-rang de QWd) 5 r le 3-rang des corps cubiques de discri-
minant 4 ,

A peu prés rien n'est connu du 9-rang Th s cependant je veux donner deux nou-
vaux résultats :

1°si p=4,709), (3/P)3 #1s m=p, 3p, 9p , alors r, =0 . Ceci reste
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probablement vrai si (3/p)3 =1,

20 si @ =W=17r,alors r,=0 . laintenant, si m=p = 1(9) , le O-rang

1 2

peut &tre

ou bien 0 4 p

oubien 1 4 D

19 H 37 ? 73 ? oo
199 9 271 5 487 5 <o

1]

Soient r3 le 2/~rang, r4 le 8l-rang, r3 > 0 semble rare,

p = 3061 , 3583 » 4177 , 6733 , 8263 , 8389 ,

aucun autre cas si p < 1000 .

6733 , h =281,

]
il

Si p

8263 ? h = 162 .

Si p

D'autre part, soit m = qq' m, = qq'2 » m# 1(9) . I1 a été constaté empiri-

quement que

r,>0=>q=8(9) ,

2

et que si r! est le O-rang de Qcamz) ’

[1]

[2]

[4]

[5]

6]
[7]

L8]

[9]
[10]

[11]
[12]

2

~ ' )
r2 >0 r2 >0
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