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UN PROBLEME METRIQUE
D' APPROXIMATIONS DIOPHANTIENNES SIMULTANEES

par Marc REVERSAT

1. Introduction.

Soit d un entier p031t1f Nous désignons par Bg la mesure de Haar normalisée

du groupe compact (g/z) s et par i %8 "norme" : si (x 9 eee 3 X ) est un

d-uplet de nombres réels dont x désigne 1l'image canonique dans (q/z) y On 2a

”xnd = SUDS L ,eeesd Hx l| » ot
Soit (e ) une suite décroissante de nombres réels posltlfs telle que la série

désigne la distance & l'entier le plus proche.

.

2 ei diverge. Si (un) est une suite d'éléments de (gﬁg) s désignons par

v(x » N) 1le nombre de solutions en entier n tels que 1< ng N & 1'inéquation:

(1.1) [, = =llg < 2 e,

Rappelons les définitions ([4], [7]) : La suite (un) est dite (e )-eutaxique
(re 1 (sn)—fortement eutaxique).gi, pour ud-presgpé tout x € C@C@) » ON &

(zospe v(x » W) ~ | it ) 2l = 5l (s a) .

-~

Si la suite (un) est (en)-eutaxiqge (reqp. (en-fortement eutaxiqye) » pour

toute suite (en) décroissante de nombres réels positifs, telle que la série

2 Eg diverge, elle est dite eutaxique (resp. fortement eutaxique).

Par exemple, si (un) est de la forme (nw) , ol o est un élément de (QZQ)d ’
le probldme précédent revient & 1'étude, pour o fixé, de l'ensemble des éléments

x de (g/g)d pour lesquels, pour toute suite (en) (décroissante de nombres

réels positifs, telle que la série 2 eg diverge), 1l'inéquation (1.1) admet une
infinité de solutions en entiers positifs n . Antérieurement, au contraire, x et

(en) étant fixds, il fut étudié les éléments o de (5/g)d pour lesquels

(1.2) |no = x|, <5 L 5 €,

admet une infinité de solutions. Ainsi, le théordme métrique non homogdne de
Khindin montre que, (en) étant une suite décroissante donnée de nombres réels
positifs et z un élément donné de (\/Z)d y 1'inéquation (1.2) admet un nombre
f1n1 ou une infinité de solutions n pour wgq—presque tout « selon que la série
2 e converge ou diverge. Ce résultat montre que la suite (na) d'éléments de
(g/z) est (a utaxique, relativement 4 une suite (en) donnée, pour g™
presque tout o . De méme, le théordme de Erds—-LeVeque-Schmidt ([27], [6], [11])
montre que (na) est (e )~fortement eutax1qpe relativement & une suite (sn)

donnée pour | -presque tout o€ (B/Z) . Hais on ne peut rien déduire de ces
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résultats sur 1'eutaxie et la forte-eutaxie de la suite (ny) puisque 1'ensemble
des suites (en) (décroissante de nombres réels positifs, telle que la série 2 ei
diverge) ne posséde pas de partie initiale dénombrable. D'ailleurs J. LESCA [2] et
1'auteur [9], ont montré cue la suite (ny) d'éléments de (g(g)d est eutaxique

si, et seulement si, le nombre
(o) = 1im sup 1/(nY/Yfnaf) )
n—o

est fini, c'est~a-dire pour wg~Presque aucun q« , et B. de MATHAN a prouvé que, en
dimension 1 , la méme condition caractérise les éléments o de _g[g pour les-

quels (ny) est fortement eutaxique [8].

Dans le travail qui suit, nous étudions la forte-eutaxie des suites d'éléments de
(g[g)d ¢ pour 1l'essentiel nous généralisons aux dimensions d > 1 1le résultat de
B. de MATHAN. La démonstration de B. de MATHAN, en dimension 1 , utilise le fait
que la suite (nw) posséde "beaucoup" d'intervalles pour lesquels son reste a
1'équirépartition est borné ([ 3], [5]). Cette propriété, exceptionnelle pour une
suite d'éléments de R/Z , et conséquence de 1l'existence de 1'élgorithme des frac-
tions continues, ne se généralise certainement pas aux dimensions supérieures.
Aussi, c'est par une méthode différente que nous étendons aux dimensions 4 > 1 1le
résultat de B. de MATHAN : nous utilisons le fait que la suite (ny) possdde une

discrépance "petite" pour une famille "riche" d'indices ([1]s proposition 3).

2. Butaxie et discrépance.

Le résultat annoncé précédemment est un corollaire du théordéme plus général sui-

vant.

THEOREME. - Soit (w,) wne suite d'éléments de (8/2)" telle qu'il existe une
suite croissante d'entiers positifs (qk) vérifiant :

(i) qk/qk+1 = 0(1) (uniformément par rapport 3 k ) ;

(ii) Si pour tout hypercube I de (g/z) et pour M et N entiers tels que
0OKM<N, on désigne par w(I , M, N) 1le nombre d'entiers n tels que M<nN
et u € I ,ona:

n(I 0, M+ g) = g uy(D) + 0((g uy (D) (VD) 4 o(y)

uniformément par rapport & I , M et k.

Alors la suite (u ) est fortement eutaxique. Plus prec1sement,_2_pr toute sulte

(en)neN decr01ssante de nombres réels positifs, pour tout é1ément x de (g[g

si 1'on désigne par v(x , N) 1le nombre de solutions en entiers n tels que

1<ng<N & 1'indquation ” - x“d en y On a,_ppur tout nombre réel positif
€ et pour hg—Presque tout element X de (B/Z)

e ) = 5 edo((R | HI1/4(2040)) Ly (10

uniformément par rapport 3 l'entier N .

))1+§11})

=1 n
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COROLLAIRE., - Soit o un élément de (B[g)d . La suite (ny) est fortement eu-

taxique si, et seulement si, Md(a) est fini,

Preuve, - Si Ma(a) n'est pas fini, la suite (na) n'est pas eutaxique [9], et

donc n'est pas fortement—eutaxique.

Si M () est fini, Ww. W. ADAMS ([ 1], proposition 3) a montré que la suite (ng)
satlsfalt les hypothéses (1) et (11) du theoreme, la suite (qk) étant la suite de
tous les entiers q tels que an”d<1ﬁ1 (en fait W. W. ADAMS ne montre 1'hypo-
thdse (ii) que pour des hypercubes dont un sommet est 1'origine, mais la méme dé-

monstration est valable pour n'importe quel hypercube).

, ¥°

~

Ce corollaire s'étend sans difficulté aux suites de la forme (L(n))neNs

étant ordomé par 1'ordre lexicographique, et L étant une application linéaire de
,E? dans (EAZ)d » puisque le résultat de discrépance de W. W, ADAMS se généralise

de fagon immédiate & de telles suites.

Soit (e ) une suite décroissante de nombres réels positifs telle que la série
2 s diverge. Pour tout entier n € N , on désigne par In 1'hypercube ouvert de
centre w et de cbté e, + Si p est un nombre réel positif, si x et y sont
deux éléments de (R/Z) s on note Xo (x » y) 1la valeur prise en y par la fonc-
tion caractéristique de l'hypercube ouvert de centre x et de cBté p « On a les

relations évidentes suivantes :
X(X’y)=X(Y!x>
p p
\)(X,N):XN]'X (x,u)

e o u) g = (1) =

(_E/Z)
La démonstration du théordme se déroule en deux étapes, selon que la suite (en)

décroit lentement ou rapidement : soit q un élément de la suite (qk) .

FROPOSITION 1, — Soient m et M des entiers tels que 0 < m< M et tels que

q divise M -nm . Alors, si p désigne un nombre réel tel que 0 < p &£ GNL!+1 ’
on a
I=q+1 -1 1=1/dy 24
neoes bl 0 L) € o ST e v a((a v g o g/ 2
-q+11 -1 m/d -d-dH*‘ld
+ O(pem n=m+1 °n ) +o((p™ v e €m z;_m+1 n)

uniformément par rapport 3 M , m et p.

PROPOSITION 2., - Soient m , M et N des entiers tels quue 0K mgKM<N et

tels que q divise N - M . Alors, 81 t désigne un nombre réel tel que

> t > € q * 00 8

d -q+1 ¢ d 1-1/d d-
neareg W(Ip 0 L) S e neityg 6 * 0((aey + g / e Lig) e )
~1/d d-1 -1 -q+l 4
+ O((q € + te ) Z‘: M1 n)



17-04

uniformément par rapport & m, M, N et t.

Ces deux propositions conduisent & la proposition suivante,

PROPOSITION 3. - Soient m et N deux entiers tels que 0 £ m< N . Alors

(1 anr) sl dao(dE )1-(1/2(2‘+1>)) + 0(ed)

n=m+1 B3\ m n €n n=m+1 n n=m+1 n

uniformément par rapport & m et N,

Ce résultat permet déja de montrer que

I@/z)d v(x , N) g (%) ~2

On en ddduit la relation (2.1) en raffinant le théordme de Fischer-Riesz selon

une méthode utilisée par de nombreux auteurs (voir par exemple [8], [107], [11]) et

d

n=1 En (N —-—> 4+ m) .

que nous ne détaillerons pas ici,

La proposition 3 s obtient 4 partir des propositions 1 et 2 de la manidre sui-

vante [10] : si Zn—mﬂ 2% Y étant le premier terme de la suite (qk) y ON
pose
b= N )-(1/2(2d+1))
= ®n““n=m+1 En
_ -(3/2(2d+1))
p= Em(zﬁan-f-l n)
q = o d(z 1 n)l—(1/2(2d+1)))

(et c'est dans le choix de q qu'intervient 1'hypothdse (i) du théordme) on défi-
nit M par :

eM>,tzeM+1 si t>,EN
M =N sinon

et on évalue alors ZM-—m+1 p,d(I nlI ) (resp. Zﬂ:ﬂ-ﬂ p.d(In n Im)) 3 1'aide de la
proposition 1 (resp. de la propss:.t:.on 2).

NDans le cas eu Zn==n+1 i %, » on se raméne au cas précédent en maﬁoran‘b
d e 1
zn=m+1 €, PaT & el En ou N?! est le plus petit entier tel que Zn==n+1 i;qo .

3, Démonstration de la proposition 1.

Posons M ~-m=Kq . On &

>

k+1)q
n=m+1 M4

=O n=m+kq+1 M4

I1 est alors facile de voir [10] que la proposition 1 résulte du lemme suivant.

(InI)= (IHI)

LEMME 1, = Soit ¢ un élément de la suite (qk) » et soit m et H des entiers

tels que 0 <mgH ., Alers, si p désigne un nombre réel tel que 0 <p <e
on a @

H+1 ?

+q

n=H+1 “‘d(I AL )<qa EH+1+0(( a'” 1/ 4)

€n H+1 )+O(qpem eH+1)
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Preuve, = Si I est un hypercube de (gzg)d » et S un entier positif, notons

m(I , S) 1le nombre d'entiers s tels que 1 <8gS et ug € I . Comme les hypo-
thdses (i) et (ii) du théordme montrent que la suite (u ) est équirépartie, on a:
H+q H+q
(3.1) Zh He1 ud(I nlI ) 1im 5 Zh=H+1 w(In NI ,s).
Bt
Htq Htq ¢S
Zn:-:H+1 Tr(In NIy 8) = Zn‘-I-]H-l 2 =1 % m(u » U ) Xe (u ’ s)
(3.2) _5S si+q
- zs =1 Xg (u » Uy )2 n=H+1 X¢ (u ! us) °

Evaluons Z

+q . 1 vH+g ZR
Z:i1=H+1 Xen(un’us-i) § llmR-q.oo de Z1r1—_.-H-;.1 r=1 Xp(ur’ n) Xe +p(u " )

=H+1 X n(u ’ s) ; on a, d'aprds 1'équirépartition de (uh) ’

En effet, Hu -u ”d ”u - un”d + “un - us||d . Done
u_-u < (1/2)p
“ r 11”d >3 ”ur - uS“ <%(En + p) .
lhag = wll4 < (1/2)en '

Donc

1
G3 n—H+1 Xe (u o )dimnm:'&'zi— n=H+1 Xp(ur ! un) Xe +p(us’ur)
+q . '
Evaluons Zn=H+1 X (ur » ) Xe +p(uS ’ ur) # pour cela remarquons que, d aprés
1'hypothdse (ii),

H+q _ 4 1-1/d d-1
i+ xp(ur »u ) =qp +0(q p ) +0(1)

et que d'autre part n r—> Xe +p(us ’ ur) est une fonction décroissante. Par con-
séquent, n
H+q d
Z£=H+1 XP(uS ’ un) e +p(u ’ ) S XeH+1+p(us ' ur)

1-1/d4 d-1
+ 0((q p T+ 1) x (w, »ul)).

: TR
Cette dernidre relation, combinde avec (3-3):(3.2) et (3.1) donne la formule

cherchée,
4. Démonstration de la proposition 2.
SRS B 8 proposition
Pour les mémes raisons que précédemment, la proposition 3 découle du lemme suivant,

IEMME 2, - Soient H et m des entiers tels que 0<mgH, et t un nombre

~

réel vérifiant En 2 t > €H+1 » Alors, si q désigne un élement de la suite (qk),.

H+q 1~ 1/d t d-1 a
n=H+1 Mg +0((q @) ey e, ) + O(EH+1) .

d d
(I n I ) €n H+1
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Preuve, - On a
+q e
Z'i::H+1 p'c‘.(Im n In) s zi='H+1 €n Xsm+t

d +q
§ eH+1 n=H+1 Xen+t(um

(um ’ un)
’ un)
et d'aprés 1'hypothdse (ii)

H+q d 1-1/d d=1

2 el Xeﬁ+t(um b u) = qley + 1)+ 0(a ™ (e, + £)77) +0(1)

d'ou la formule cherchée,

5. Problémes non résolus.

On peut chercher d'autres exemples de suites fortement-eutaxiques, en particulier
parmi celles de la forme (P(n)a) » P étant un polyndme & coefficients entiers,
ou encore parmi les suites d'éléments de R/Z qui s'écrivent (6") (modulo 1) ,

8 étant un nombre réel, 6 > 1.

On peut d'ailleurs chercher s'il existe "beaucoup" de suitesfortement eutaxiques,
par exemple mesurer l'ensemble des suites d'éléments de (g[g)d qui sont fortement
eutaxiques (pour la mesure de Haar du groupe compact ((3[§)d)ﬁ) « Le fait que les
suites (ny) ne sont fortement eutaxique que pour WqPTesque aucun o ne donne
que peu de renseignement sur ce probldme puisqu'elles sont donc eutaxiques pour
Wq-Presque aucun o , mais que presque toute suite d'éléments de (E[Z)d est euta-
xique (relativement & la mesure de Haar de ((g/g)d)y) [9].
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