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Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU G14~01
(Groupe d'étude de théorie des nombres)
15e année, 1973/74, n° G14, 9 p. 6 mai 1974

SUITES RECURRENTES LINEAIRES

par Maurice MIGNOTTE

RESUME, - Les suites considérées sont & valeurs entieéres. Le calcul d'un nombre
fini de termes d'une suite récurrente lindéaire permet de savoir si elle admet une
infinité de zéros. Dans certains cas, des méthodes p-adiques permettent de déter-
miner tous les zéros d'une suite récurrente. On donne ensuite une minoration ef-
fective, essentiellement la meilleure possible, du terme général des suites récur—
rentes d'un certain type. Pour une suite récurrente binaire (un) , on donne aussi
une minoration effective du plus grand diviseur premier de wu, . Le calcul du n-
idme terme d'une suite récurrente lindaire peut &tre effectué en 0(log n) opé-
rations, ceci permet de savoir si un polyn8me P & coefficients entiers se décom=
pose en facteurs linéaires modulo p aprés 0(log p) calculs,

I. Notations et préliminaires.

Une suite u = (un) , de nombres est dite récurrente s'il existe un entier h ,

~

et des nombres q qév,..“ ap (qh £ 0) tels que

(1) un+h=q1 un+h—1+ uo¢+qh un s S1 n?o .

On ne considérera que le cas ou les qj sont des entiers, ainsi que les u . Si

on pose
;['un l!‘ {/O 1 0 ase . "‘\
| : ! \
,' un+1 ' {O ¢ 1 O Xy :
i | ! see H

=] ° = |
Uh L. g pour n>0 et 2 = e ’

. : io e0eess0veoe O 1
3 ! | /
\un+h-1 \q_h Gso0essscce ql

la relation (1) s'éerit sous forme matricielle

n+l1
(1) un+1 = &Uh =9 UO y POUr n >0 ,

On associe @ u 1le polyndme

h Xh—l h-2

k, k,
P(X) =X - q, -q, X —...-qh=(X-.oz1) ...(X-ozr) ,

ou les o; sont distincts. Sur la décomposition de Jordan de 2 , on voit qu'il
existe des polynBmes R1 9 see Rr » de degrés respectivement majorés par

k1 = 1 5 eee y kr -1, tels que 1'on ait

(2) w = Rl(n) a? + oeee + Rr(n) ag , si n>0,

On dira qu'une suite u ., vérifiant (1), est d'ordre au plus égal & h ; elle
sera dite d'ordre h si elle ne vérifie aucune relation d'ordre plus petit, dans

ce cas les polyndmes Rj(t) sy J=1, eee 4y v, sont de degré kj -1.

Inversement, une suite u, définie par (2), vérifie la relation (1).
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Si u vérifie (1), et si on considdre la suite v = <vn)n20 définie par

v = n>0 (>0, m>0, entiers fixés),

n = “nT+m *
la relation (2) montre que l'on a
T m Ty\n
= L. . R.(nT + m . H
(3) vy = Ty of ByG + m) (o))" 5
on en déduit que v vérifie une relation de récurrence d'ordre < h et que cette

relation ne dépend que de T .

II. Applications de méthodes p-adiques.

1. Le théoréme de Skolem—-lMahler.

THEOREME la = Soit (un) une suite récurrente 4 valeurs entiéres. Soit E

l'ensemble des indices n tel que u soit nul. Alors E est égal & une union

finie de progressions arithmétiques (*),

Démonstration. - Soit K = Qlo; » «ee , @) , et s0it p un idéal premier de K

tel que les oy soient des p-unités,
I1 est facile de voir que, pour tout ¢ >0 y 11 existe un entier T tel que

|Q§—11p<s,j=1,...,r.

En particulier, il existe un entier T tel que les fonctions

fm ! X = 2 Rj(xT + m) a? exp((log ag)x) s M =0, 1, eee y T=1,

soient définies et analytiques pour x € Zp ( P nombre premier au-dessous de p )e
Bien sfir, W mm = fm(n) o

51 la suite u posséde une infinité de zéros, il en est de méme pour certaines
des fonctions fm « Or, les fm sont des fonctions analytiques sur le compact 2% ’
et, a moins d'étre identiquement nulles, elles ne possédent qu'un nombre fini de

zéros. D'ou la conclusion.

COROLLAIRE, - Si u admet une infinité de zéros, alors, pour tout o

existe o J#41, tel que ai/aj soit une racine de 1'unité.

Supposons que l'on ait Vo = Wmem = 0 pour tout n . La conclusion résulte

alors facilement de la relation (3).

Le probléme se pose de savoir décider si u comporte ou non une infinité de
zéros., Pour cela, remarquons d'abord que dans la démonstration du théoréme 1, on

peut déterminer de manidre effective 1'idéal p et le nombre T ; il suffit, par

exemple, de choisir p au-dessus d'un nombre premier, qui ne divise pas G, o

diser P ; il existe alors une valeur convenable de T , égale A pf - 1 avec

(*) Certaines de ces progressions arithmétiques peuvent &tre de raison nulle!



G14-03

-~

f ¢ h! . On peut alors considérer les fonctions fm o« I1 suffit ensuite de noter
que fm est identiquement nulle sur N si, et seulement si, fm(i) = 0 pour
i =0, eeso y h =1, Pour montrer que cette condition est suffisante, on utilise

<h, dont les h premidres

~

le fait, évident, qu'une suite récurrente d'ordre
valeurs sont nulles, est identiquement nulle (on a vu au §I que la suite vn=fm(n)
vérifiait une relation de récurrence d'ordre < h ). Il suffit donc de calculer les

Th premidres valeurs de u . Nous avons démontré le résultat suivant.

Complément, — Pour déterminer si une suite récurrente linéaire entiére admet une
infinité de zéros, il suffit de calculer ses N premiéres valeurs, pour un certain

nombre N effectif.

2. Détermination des zéros des suites récurrentes.
= ol ISP AT ARl

—~

Un exemple montrera concrdtement comment on procéde.
Considérons la suite récurrente, définie par

B =Wy =0, uy =1, wpg=u A, t4, st om0

On constate que 1l'on a

uo=u1=u4=u6=u13=u52=0.

Cet exemple, dd & J. BERSTEL, contredit une conjecture affirmant qu'une suite
récurrente cubique & valeurs entidres, qui n'a qu'un nombre fini de zéros, en a au

plus 5 (voir [4]).

Montrons que les zéros trouvés plus haut sont les seuls. Choisissons p =53 .

3

Modulo p , le polyndme P =X~ - 2X2 + 4X - 4 se décompose en facteurs lindaires

distincts. Soient @ @y g les racines de P dans —gp s ce sont des p-

unités, Les inégalités vp(ag‘l - 1) > 1 montrent que les fonctions

n——Au(p_l)nm, mE{O,l,.-;,51},

se prolongent en des fonctions analytiques fm de Z_ dans lui-méme, Posons

o~

fm(x) = 2};0 %,m x" ’

on vérifie facilement que 1l'on a
(4) vp(ak,m) >i si k>i,pour i=1,2, 3,

ol

On constate que

vp(fm(o)) =0 si m¢ {0,1,4,6, 13},

dans ce cas une égalité

fm(x) = zg ak,m Xk = aO,m + (Z;=1 ak,m Xk) =0

est impossible pour x € Zp puisque

_ k
0 = vp(ao,m) <1K VP(Z:=1 ak’m X ) .
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Pour m=1,4,6, 13, ona

vp(fm(l)) =1 et £ (0) =0,
dtou (utiliser (4) avec i =2 )
fm(x) = x(al’m + Z§=2 ak,m xk-l) #0 s8i xE€ Z; .

Enfin, pour m =0 ,

fO(O) = fo(l) =0, vp(fo(2)) =2
fo(x) = X(al,m + Z;=2 ®,m Xkbl) ’ vp(al,m) =23

mais ici la méthode précédente ne s'applique plus, nous avons besoin d'un outil

plus puissant,.

Pour k entier, on pose

)y = Mogiaqe® = 1) &

Du fait que X" est une combinaison lindaire & coefficients entiers des (X)i ’

. . s n N
pour i< n, on voit qu'une série > a, X se met sous la forme 2 bn(x)n s OU

vp(bn) > min

-

fo(x) = bz(x)2 + zk?B bk(x)k , Ou vp(bz) =2, v (b3) >3 si k>3

vp(am) . Si on applique ceci a fO s Oon trouve

i

b2 x(x - 1)(1 + g(x)) s OU vp(g(x)) >1 si x€ gp .

Ce qui montre que, pour x € Zp » les seuls zéros de fO sont 0 et 1 . D'ou

le résultat annoncé.
Nous aurions aussi pu utiliser brutalement le résultat suivant.
2 N . ZCO k 7z .
THEOREME de Strassman, - Soit f(x) =4y & X 2y € Kp s Une série convergente

sur Op » anneau des entiers de K_, non identiquement nulle. Alors, le nombre de

zéros de f dans Op est majoré par
N = max{k ; vp(ak) est minimal} ,

On en trouvera une démonstration dans [4]. Dans tous les cas, ce théordme permet

de majorer le nombre de zéros de u , si ce nombre est fini.

III. Applications des travaux de Baker.

1. Minoration du terme général.
R et e T T N

THEOREME 2. - Soit U une suite récurrente a valeurs entidres telle que le poly—

nme P associé possdde au plus trois racines de module maximal et que ces racines

@y 9 eee s a, (z 3) soient simples., Alors, il existe des constantes effectives

01 ’ 02 ’ C3 telles que si

un R al+...+RZ az+R2+1

(n) u +...+R (n) a ’ (Rl""’R sont constantes)
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et
Y = n n
un R1a1+.n.+Rza£’
on ait

n 2 .
Iunl >.Cllall n si u£ #0 et n> C3 .

Démonstration. = D'aprés les hypothéses, il existe A\ > 0 tel que 1l'on ait

_ n _=\n
w o =u! o+ O(iall e M) .

Par conséquent, il suffit de démontrer 1'existence des constantes effectives

c!, C! et O

1 3 3 telles que

-(1?
' ' ' 1 2 4y 1)
(un #£0) = (lunl > Cl|a1| n si n> 03)
On supposera R1 # 0 o Le cas R2 = R3 =0 est évident, Quitte & diviser par

[all—n , On se raméne & l'étude d'une expression du type

1 l=1 ’ a3=0 ou 1 .

I1 est clair qu'il suffit de considérer le cas a3.s 2Iall « Posons alors

n -— -1 2z > Y
X, T8, yta, yitag 5 a8y, algébriques, 31#0 ’ lyl

u, = |a | eV, v, = w7, aBlall'l ==2COS®; 6 3@,y YE)=T, M.

On a

(%) x|

n

4|a1;;sin(zéii;%§itJE) sin(EEL:;%%;:JE)| .

En distinguant les cas @ =0 et ¢ # 0 , on voit qu'il existe deux constantes

effectives C4 et 05 positives telles que

S
0 < lxn| <N< C4 =0 < mlnlmI$n7€ 1 lne + o+ § o+ €¢l < C5 M~
On estramené a 1'étude d'une forme lindaire en logarithmes de nombres algébri-

ques. Le résultat résulte du théordme ci-dessous.

THEOREME de Baker [1]. - Soient B, , +.. , B, des nombres algébriques fixés. Il

existe une constante C effective, telle que, pour tout § € ') ,-%( , les inéga-

1lités

-C ~§B
0 < Ibl log B, + «s + b log B, - log B | <6 e

n'ont pas de solutions entidres b1 9 eee o bk—l de module au plus égal & B .
(En fait, BAKER démontre un résultat beaucoup plus fort.)

Dans le cas présent, il suffit de remarquer qu'en posant § = C/B s Ce qui est

possible si B > 2C , on obtient

C\C ~C .
Ib1 log B, +eeet log Bk} >(2)7 B si B>20 et [bl log By =ee.= log skl £0 .
D'ou la conclusion,

Examinons quelques conséquences du théoréme 2, Si uﬁ a au moins trois zéros,

alors (%) montre que v, = 02/01 est une racine de 1l'unité ; on en déduit une
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nouvelle ddémonstration du théoréme de Skolem-Mahler dans le cas ou les hypothéses
du théoreme 2 sont vérifides. De plus, le théoréme 2 permet de déterminer tous les
zéros de u . Dans le cas ou Iall >1 (si lall =1, y est une racine de
1'unité, voir théoréme 3 plus loin, la suite u est périodique), Iunl tend vers
1'infini et on peut déterminer toutes les solutions n de 1'équation u =a, a
fixé,

I1 semble difficile de démontrer le théoréme 2 dans le cas général., On peut par
contre 1'étendre & quelques cas particuliers. Par exemple, si L =4 et

n -—n n _ -—n
ut! = + + + on a
n - ¥ ta taztoazy

6, +6 6, — 6
ué = 2|a1|n |cos ne, + cos n62| = 4!a1|n cos(n~—l—§——§) cos(n —1-5——3) ,

et on peut alors raisonner de manidre analogue & ce qui précéde.

2. Minoration du plus grand diviseur premier (récurrences binaires).
B e P Pt~ Bl I BI AT TP SN TN Nl NI NGOSNSO s R i e e S

Soit u une suite récurrente binaire dont le terme général est donné par la for-

mule

u = a” + " = ag (1 - oy™)

Soit p un idéal premier de K tel que a , o et ¢ soient des unités p-
adiques. On a alors
i
P p

Supposons de plus ]1 - clp assez petit, Pour ¢ > 0 assez petit, on a

lu | =11 - oy

O<lunlp$e=tllog0+nlogv|p$s ,

ou les logarithmes sont définis sur K_ . On peut alors appliquer l'analogue p-

adique des travaux de Baker (voir par exemple 1'article de SPRINDZUK (7.

Ceci permet, sous les hypoth&éses précédentes, de minorer effectivement Iunl .
En fait, ceci peut &tre obtenu pour tout p . Les minorations obtenues montrent que

le plus grand facteur premier de w, tend vers 1'infini et que, si Py seees pﬂ

sont des nombres premiers fixés, et si on désigne par U_ 1le plus grand diviseur

i i n
1 - .
de un de la forme p1 cee pzz s alors log Un = o(log |unl) si v n'est pas

une racine de 1'unité, les inégalités obtenues étant effectives. Nous espérons

revenir de maniére plus précise sur cette question une autre fois.

IV. Applications des suites récurrentes.
i L Sl A A lviv

le Un lemme de Kronecker.

THEOREME 3 (KRONECKER). = Soit « un entier algébrique dont les conjugués

@) = O g ese Oy sont tous de module 1 . Alors o est une racine de 1'unité.
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Démonstration. - Posons

n n n
u =Tr(e ) = o, + eee + ;3 s pOUr n>0 ,
n 1 d
La suite u est & valeurs entiéres, bornée j; donc ultimement périodique. Claire-

ment, |Norm(¢)| = 1 , donc u vérifie une relation de récurrence du type

= .o i 20 .
g qq un&d-l + . + u, si n2>20

Elle est donc purement périodique. Soit T sa période. On a
T T .
Up = oy + eoe + g = Uy = a, lail =1 pour i =1 5000y 4 &

Donc a? =1,

2. Décomposition de polyndmes modulo p .

Soit P(X) = Xd + a, Xd—1 + eee + @, un polyndme & coefficients entiers. Soit p
un nombre premier. On cherche & déterminer le comportement de P modulo p 3 P

désignera le polynfme réduit modulo p .

On peut supposer p X ay . Soient @y o9 eee s O les racines de P dans une
extension de Fp o« On pose K ='Ep(a1 9 see ar) « On se propose de calculer
[x : E%] avec le minimum d'opérations possible, Les calculs qui suivent seront ef-

fectués dans K . On considére les suites récurrentes vérifiant

(5) g = ay un+d—1 = eee = Ay un si n>0 (un € K) .

Si w désigne la solution de (5) vérifiant les conditions initiales

WO = eeoe =Wd_2

alors, toute solution u de (5) est de la forme

u =2c0c + Cc, v + oo +
n OW . C

n 1 "ne1 c;i €K .

d-1 "n+d-1 * %4
En particulier, si o« désigne 1l'un quelconque des @ » ona

n-—
a—bown+bwl+-oo+b

1 "nt nZO.

d-1 "ntd-1 ?
La suite w est purement périodique, soit D sa période., La relation précédente

montre que les oy vérifient

D .
(6) o, =1 ’ i=1 9 ece 9 I o
i :
Pour simplifier, supposons que p ne divise pas le discriminant de P ; les @
sont alors au mombre de 4 , et w est de la forme
= n n
Wn —'Bl Q’l + eee + Bd Cyd ’

ce qui prouve que, dans ce cas, D divise le p. p. c. m, des ordres des A Ce
résultat, joint & (6), montre que D est égal au p. p. co m. des ordres des e

De plus, si [K

E%] =f, f est le plus petit entier tel que D divise
pf - 1 « La détermination de D permet donc de calculer f , Ainsi f est le plus

petit des entiers qui vérifient
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Wpf..1 = wpf = see = wpf+d-2 =0, Wpf+d-1 =1
L'entier d étant fixé, ainsi que P , pour déterminer f , pour p variable,
il suffit de calculer un nombre constant de termes de W (on a fld! ). La rela-
tion (1)' montre que le calcul de v revient & celui d'une puissance n-iéme
d'une certaine matrice, ce qui nécessite 0(log n) opérations. On a donc montré
que la détermination de f nécessite 0(log p) opérations, Récapitulons les ré-

sultats obtenus.

THEOREME 4. - Soit (un)n>O une suite récurrente linéaire. On peut calculer une

valeur particuligre u gg’ 0(log n) ogérations.

THEOREME 5. - Soit P un polyndme unitaire a coefficients entiers. Pour p pre~

mier, p / P(0) diser(P) ; soit K 1'extension de Fp la plus petite dans laquel-

le P se décompose en facteurs linéaires. Alors on peut déterminer le degré de X

sur f% en 0(log p) opérations.

Ce théoréme contient évidemment le résultat suivant.

COROLLAIRE, - Soient P et p comme ci-dessus. On peut savoir si P a toutes

ses racines dans E% agrés O(log p) ogérations.

On notera la puissance de ce résultat par rapport au calcul banal de

P(0) , P(1)  eee , P(p=-1) .

Dans le cas ou P est de'degré 3, soit L 1'extension de Q engendrée par
1'une des racines de P . On supposera L non galoisienne. On montre dans ce cas
que la décomposition d'un idéal (p) dams L sous la forme (p) = Py P, p3 cor-
respond & la représentation simultanée de p par certaines formes quadratiques.

1/ 2)

Cette vérification nécessite O0(p calculs au lieu des 0(log p) opérations

du corollaire,

Notes. = Il est clair que, partout, on aurait pu remplacer 1l'hypothése u,
entier par w algébrique. On trouvera des détails supplémentaires sur le complé—
ment au théoréme 1 dans [ 3]. Une forme plus faible du théeréme 2 parattra en [6].
Les résultats, prouvés ou annoncés en II.1 et II.2, sont des généralisations effec—~

tives de résultats de K. MAHLER [ 5] sur les suites récurrentes binaires.,

Pour le théordme 4, voir [2] (ou des méthodes pratiques de calcul plus précises
sont mises en évidence). Le théordme 5 peut &tre d'une utilité pratimue réelle pour
calculer des tables donnant le comportement de 1'idéal (p) dans un corps de

nombres,
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