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SUR LES DISCREPANCES

par Marc REVERSAT

(dtaprés W. M. SCHMIDT [87], [9])

1. Minoration de la discrépance d'une suite modulo 1 .

Etant donnés w = (gk)kEN* une suite d'éléments de 1l'intervalle (0 y 1( s €t o

un é1ément de (0 , 1( , on pose
Z(n ,a) =#k; 1<ksn, g e (0, ]
D(n ’ Q) = |Z(n ) @) - nal

D(n) oe(0,1(

En 1935, Van der CORPUT posa le probleéme de savoir si la discrépance d'une suite
modulo 1 peut &tre finie [4].

D(n ’ a) .

i

sup

En 1945, Mme Van AARDENNE~EHRENFEST [ 1] montra que la discrépance n'est jamais

bornée, et, en 1949, elle précisa ce résultat [2] :

) log log log n

log log n ) >0 .

1i sup(D(n

En 1954, K. F. ROTH améliora ce résultat [7] en prouvant

lim sup( D(n) ) >0,

(log n)
Enfin, en 1972 W. M, SCHMIDT montra [9] :
i D(n)
(1) llgjup(m) >0 .

Ce résultat est le meilleur possible comme le montre la discrépance de la suite
(nx) mod 1 lorsque x est de constante de Markov finie, ou encore la discrépance
de la suite de Van der CORPUT

8
(n=ao+a1q+...+asqs—->un=7£-+ L 4 ).

Pour n Gigf » posons f(n s a) = Z(n ’ a) -ny 3 et si I est un intervalle

entier, o un élément de (0 , 1( , posons
+
g (I,a)=suw, ; o, o
g.(I ’ Q’) = infneI f(n ’ Ol)
hWI,o =¢(I,0=-g(I,q.
L'étude de la discrépance revient & celle, plus aisée, de la fonction h .

Le résultat (1) de W. M, SCHMIDT découle de 1'étude de la valeur moyenne de la

fonction h ,
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PROPOSITION 1. - Soient t un entier positif, et pe (0, 1{ . Soit I wun in-

tervalle entier de longueur z(I) > 4t . Alors
t
PRLD RN E SRFERP VL) NP

J=1

Cette proposition entraine le résultat (1) en considerant n'importe quel point B8
et 1'intervalle I =)0 , 4t] . Cette proposition se montre par récurrence sur t .
Le cas t =1 est immédiat, et pour passer du rang t au ranf t+ 1 , W. M.

SCHMIDT utilise 1'inégalité (fondamentale) suivante.
Pour n e ﬁf , a,pe (0, 1(, posons
fn,o,B)==fn,a) -=£n,s).
Pour tout intervalle entier I , posons
g(1,a,p) =suw_, fn,a,p),
g(I,o,B)=inf o f(n,a,B),
et pour deux intervalles entiers J et J!' :

h(J’J' ’Q’DB) = m(g—(J:d’ﬁ) - g+(J’ sOl’B) 2 g—(J"U,B) - €+(J90(15)) .

IEMME 1. - Soient I , J et J' des intervalles entiers tels que J < I et

J'c I, Soient o et B deux éléments de (0 , 1( . Alors :

n(I,0) + b(1,8) > n(J7,7%,0,8) +-% (n(3,0) + n(7,8) + n(J',a) + 0(3',8)) .

Cette inégalité est non triviale lorsque h(J , J' , o, B) >0 . La difficulté
est d'ailleurs d'utiliser cette inégalité de facon que h(J , J' , o , B) soit

grand. Pour ce faire, W. M, SCHMIDT procéde de la fagon suivante :

Supposons la propriété vraie pour t , et soit I un intervalle entier de lon-

gueur £(I) > PRt

Pour B €eR, n eN' , posons
z(n , g) =2(n, {8}) + n(g - {})
(o {p} désigne la partie fractionnaire de g ), et
f(n,8) =2(n,8) -ng (=2, {]),

et remarquons que Z(n y B+ 1) - Z(n . B) =n, Donc, si I = )a ’ bj :

(z(at4® , p+1) - z(ata® , 8)) = 4%,
(t+1) ’

2(a+2.4° , g+1) - z(at2.4° | 8)

Pour J =1 geeey 4t+1 » POsons Zj =8+ 4 et

) .

Zj = Z(a+2o4t 9 aj) - Z(a+2-4t 1

D'aprés ce qui préceéde, on a

) - (a(ana® , o) - 2(ara® ,

@54 5e1

t+1

54 _,t
5=1 Zj =4 .
Comparons Zj et n(y, Jv, ay aj-l) pour
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J=)a,a+4t] et J' =Ja + 2.4° y a+ 3.4t)
par définition de Zj , On a, pour tout n€ J, n'e J?

2(n' y @5) = 2(n' 5 g ) - (200, ;) = 2n , o5_1)) 2 7

=1

donc

f(n' , a5 &

et (n' - n)(czj -

- - ! - -

=1
Olj__l) S 3/4 ? donc

f(n',d.pde)'f(n’d-,d-l)?z-"g’

d J=1 J J= J
2-% Zj si Zj >0 .
On voit donc que si z5 > o, n(yg, s, o5 aj-l) est "grand". Par suite, si
Zj >0, et en appliquant le lemme 1,
h(Tya;) + h(I,ay_,) >2 z; +5 (0(T,0p) + b(T"0y) + BTy 1) + B(T" ey o))

et cette inégalité est trivialement vraie si Zj =0 o En sommant sur j , et en

appliquant 1l'hypothése de récurrence, on peut alors conclure.

2. Etude des intervalles de restes bornés.

Antérieurement au résultat précédent, par la méme méthode, mais de fagon plus
complexe, W. M. SCHMIDT a répondu & un probldme de P. ERDUS sur la mesure de 1l'en—
serble des o € (0 , 1( pour lesquels la discrépance d'une suite D(n , @) est

majorée indépendamment de n [8].
Pour une suite donnée d'éléments de (0 , 1( , on note :
(k) ={ae; D(n, o) <K, VneN}

S() Uoso s(x) .

THEOREME 1. - S(=) est dénombrable.

]

Le résultat est réalisé par certaines suites, par exemple la suite (nx) mod 1
lorsque x est de constante de Markov finie([5], [6]). Ce théordme résulte du

suivant.

THEOREME 2. -~ Si d > 4K , on a S(d)(K) =g, o S(d)(K) désigne 1'ensemble
d-idme, dérivé de S(K) .

Pour montrer le théoréme 2, W. M. SCHMIDT a, comme précédemment, étudié la valeur

moyenne de la fonction h ,

PROPOSITION 2, — Soient 4 >0 un entier, ¢ >0 un ﬁombre réel. Soit R une

partie de (0, 10 telle que R(d) nJo, 1(#¢ . Alors il existe w = Ch points

hl y sse o hw de R et un entier p tel que

LRSI O IR R WES IR
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Si cette proposition est vraie, il existe j tel que
B0 , ), Ay) >3 (a+1) ~e
donc il existe un entier m tel que :
D(m,)\j)>%(d+1)—-€2—.
Dlou Ay # S(3 (@ +1) -¢) .

Posons R = S(+ (d + 1) = ¢) . Ce qui précdde montre que R(d) n) ,1(=¢,
(d+1)n(o,1(=¢.nonc, si (d+1)>4K, on a

S(d+1)(K) - ¢ .

donc R

Par conséquent, la proposition 2 entrafne le théordme 2. La proposition 2 résulte

de la proposition 3, plus commode & démontrer par récurrence.

PROPOSITION 3, — Soient d >0 un entier, ¢ >0 un nombre réel, Soit R une

partie de (0, 1( telle que R(d: n)0, 1(#P . Alors il existe w = o4 616~

ments kj eR (j=1 y see W) pour chaque j =1, «ss , W un voisinage Lj

de hj , et un entier p tels que :

-15V 1
W Zj=1 h(I ,p,j)>§(d+ 1) - ¢

pour tout intervalle entier I de longueur (1) > p , et pour “1EL1""’uw6Lw .

Cette proposition se démontre par récurrence sur d . Le cas d =0 est 1'objet
d'un lemme particulier. Nous allons examiner le passage du rang (d - 1) au rang
d . Supposons donc que cette proposition est vraie au rang (@ = 1) . Par consé-
quent, si ¢ >0 et R(d) nJo, 1(#4 , il existe t = 2d"'1 é1éments 91""’9t
de R 1) sy POUr J =1, eese y t un voisinage D. de ej » €t un entier Pg_q

J
tels que

-1 1
% Z(jl:l h(I , gj)>3d-a

1 5 eee t) et pour tout intervalle entier I de longueur

pour gj € Dj (J

Etant domné j (j =1, eee , t) , on peut trouver deux points o et Bj y des

voisinages Aj et Bj de o et Bj respectivement, avec Aj c Dj et Bj c Dj

et 1'on a pour tout intervalle entier I suffisamment grand et pour J et J' ,

intervalles entiers inclus dans I
t
2

j=1 h(I ’ 03) + h(I ’ Eg) > z§=1 h(J s I, ds ’ B,)

j
t
+5 2 (0(T,0]) + n(37,08) + n(7,83) + n(37,83))
pour QSGAJ. ’ B.%EBJ. (j=1 § ese t) .

En utilisant 1l'hypothése de récurrence, on voit que, pour conclure, il faut que

st -
j=1 h(J y I, aj ’ aj—l) soit grand ( > t(1 = 2¢)) . Ctest le lemme suivant qui
permet & W. M. SCHMIDT de trouver pour J =1 , eee 5 t , Aj ’ Bj y J et J?

tels que n(y , J* , a5 aj-l) soit grand.
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IEMME 2, - Soient ¢ >0 wun réel et q > 1 un entier, Soient  , B des élé-

ments de )0 , 1( tels que
3
0<|a-5l<—8-€- |
AMlors il existe un entier p et des voisinages A de o, B de B tels que,

pour tout ye€e A, § € B et pour tout intervalle entier I de longueur z(I)2p :

il existe deux intervalles entiers J et J' inclus dans I , tels que :

2(3) =2(3') = ¢
h(J’J':Y,5)>1"€-
Preuve, - On peut supposer o < B , et il suffit de montrer que, pour tout neJ,
nt €J', on a f(n , Y o §) = £(n' , Y s 8) >1 -¢ , au lieu de
h(JrJ‘1Y95)>1"€-

Nous allons d'abord montrer qu'il existe des voisinages A de o, B de B

tels que, pour tout intervalle entier I, de longueur z(IO) 2P, = [(p - a)-lj ’

on ait : Pour tout y €A, §€B, §€R, il existe deux entiers m et n

tels que

gnEIO

0<n(s ~y) =m =y <

e

Considérons les nombres (B - q) ’ 2(5 - a) 9 oes po(B - a) o Comme O<B—a<§a,

pour tout ¢ € R , il existe deux entiers n et m tels que

h)glgns%

In(g = o) ~m -yl <£.
Soient A et B 1les voisinages de o et B respectivement définis par
A={y; 16ly - al max(q, py) <¢},
B={6; 16[s - pl max(q , py) < e}«
Alors (1) donne :

1<ngpy
o -~ O
(2) g ]

]n(a - Y) -m - ¢l < 7 pour tout ye€ A, 8§ € B,

£
7\

§1 < n<p,

En remplagant ¢ par ¢ + = , il vient

0 < n(5 - y) -m - <-% ,

et ceci est encore vrai pour tout intervalle entier I0 de longueur z(IO) > Pg

(et non plus seulement pour I, = Jo , poj )e

Montrons maintenant que 8i ye€A et s €B, et si IO est un intervalle en-—

tier de longueur z(IO) > Py il existe n, et né appartenant a Iy tels que
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1
f(nov5"Y>"f(n675"Y)>1-"2'€'

Soit n6 € Io tel que f(nb s & y) = minnEIO f(n y & y) « I1 existe deux

entiers m et n, € Io tels que

0<ny(s ~y) ~m+2(ny , 6,v) <5,

On a
2(nys6) = 2(nyyy) = £(ny,6,y) + ny(6=y) > £(nl,8,y) + ny(6,y) >m .
Donc
Z(no ’ 6) "Z(no ,'Y) > o+ 1.
Par suite

f(no s 8 y) - f(né » O y) >n+ 1= no(s - y) - f(né s & y) ’

>m+ 1 ~nm —-% e =1 —-% € o

C. Q. F. D.

Posons p = Py + 2q « Montrons que p , les voisinages A de o et B de g,

définis précédemment, répondent & la question.

Soit I = Ja , b) un intervalle entier de longueur 4(I) > p . Posons
I, = Ja+q, a+q+ po) '
et soient n., et n'! les entiers correspondant & cet intervalle I. et & des

0 0 0
éléments v € A, § € B . Posons

J=0n

0

On a pour neJ, n'eJJ!

» By + q) y J' = ]né -q né) .

£(ny6,y) - £(ny,8,y) > = (6=y)(nmy) > = a(6=y) > - & (car|s~y| <%
£ty 8, y) - £(ng, 8, ¥) - (6-y)n' -nf) <%
Donc
f(n,é,y)-f(n',6,y)=(f(n,6.y)-f(n0,6,y))+(f(no,6,y)—f(n5,6,y))-(f(n',é,v)—f(né,é,y))

21-80

3¢ Un probléme non résolu.
R e e e

Le résultat de K. F. ROTH sur la minoration des discrépances des suites modulo 1
peut s'énoncer & plusieurs dimensions [7] : si D, désigne la discrépance d'une
suite d'éléments de (0 ’ 1[d s 11 existe une constante Cd >0 telle que

Dd(n) > Cd(log n)d/2 pour une infinité de n .

La méthode de W. M. SCHMIDT, rappelée au paragraphe 1, ne permet pas dtaméliorer
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ce résultat dés que d > 2 . Il se pose donc toujours le probléme d'atteindre la
meilleure minoration possible (4 une constante multiplicative prés) de la discré-

pance des suites en dimension d > 2 .

Nous avons vu que, en dimension 1 , la suite (nx) modulo 1 7réalise la meillewre
discrépance possible (2 une constante multiplicative prés) lorsque x est de cons-
tante de Markov finie. Signalons alors le résultat qui se déduit facilement d'un
résultat de W. We ADAMS ([3]) : Soit x = (xl yeeey Xd) e (0, 1[d , et supposons

que

/d sup

Pi=1,..45q HnXiH)

ey 1
Md(x) = 11g>8up (1/n

(ot ||.|| désigne la distance & 1l'entier le plus proche) soit fini (dans le cas
d=1, Ml(x) est la constante de Markov de x ). Soit K un hypercute de cdté
de longueur § de (o, lfd , et soit z(n ’ K) 1le nombre d'entiers k tels que
1<kgn et kxeX (mod‘gé) . Soit

o(n , X) = |2Z(n , ) - ne?| .
Alors

o(n , ) = o(g?! 204 L 60108 n) + 0(1)

uniformément par rapport a l'hypercube X .,
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