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UN CRITÈRE DE TRANSCENDANCE

par Alain DURAND

Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU
(Groupe d’étude de Théorie des nombres)

~ 

15e année, 1973/74, n° Gil, 9 p. 11 mars 1974

0. Introduction.

Étant donné un polynôme P E 

on note

On appelle ô(P) et H(P) respectivement le degré et la hauteur de P.

Si (y est un nombre algébrique non nul et si P est son polynôme minimal, on
note 5(0’) ~ H((y) et les quantités ~(P) , H(P) et s(P) .

Le but de ce travail est de démontrer le théorème suivant ?

THÉORÈME. - Soit e un nombre complexe. Pour que e soit transcendant, il faut

et il suffit qu’il existe une suite (e ) de nombres algébriques deux à deux
distincts tels que, pour n assez grand, 0  le - 6 j  1 et

Dans une première partie, après une note historique et quelques lemmes auxiliai-

res, nous démontrerons la condition suffisante (théorème 1.4).

Dans une seconde partie, après quelques rappels sur les nombres transcendants,
nous démontrerons la condition nécessaire (théorème 2.1).

Enfin, dans une troisième partie, nous appliquerons ce critère à l’étude des

séries lacunaires, et démontrerons un théorème dû à P. L. CIJSOUW (corollaire 3.1).

1. Etude de la condition suffisante.

(a) Note historique.

Dans un article intitulé "Sur des classes très étendues de quantités dont la va-
leur n’est ni algébrique, ni même réductible à des irrationnelles algébriques" [7],
J. LIOUVILLE fut le premier, en 1844, à donner une condition nécessaire pour qu’un
nombre soit algébrique et, par là même, une condition suffisante pour qu’un nombre
soit transcendant. Il montra le résultat suivant :

(1.1) THEOREME de Liouville. - Si 03B1 est un nombre algébrique de degré n > 2 ,
alors il existe une constante c = c(a) > 0 telle que, pour tous entiers ration-

nels p , q ( q > 0 ) , on ait 



Ce théorème permit la première construction de nombres transcendants, nombres que

l’on a appelés nombres de Liouville : en effet, on déduit du théorème 1.1 que,

étant un nombre donné, si, pour tout w > 0 , l’inégalité

a une solution ~p~, q) en nombres entiers, alors § est transcendant.

Un exemple de nombre de Liouville est donné par

où q > 1 est un entier fixé et N 1  N2  ... est une suite d’entiers positifs

tels que

(en particulier si N 
n 

== ni ).

On peut formuler le critère de transcendance de Liouville sous la forme suivante.

(l.2) Soit 03BE un nombre complexe. On suppose qu’il existe une suite

infinie de nombres rationnels (a > 0 pour tout n ~ l) et une

suite (s ) n1 de nombres réels positifs tels - que lim 
n-+f-oo 

s 
n 

= + oo . Si

alors ~ est un nombre de Liouville (donc transcendant).

Ce théorème sera généralisé par FRANKLIN [5] (voir également FABER [4]). Il obtint

le résultat suivant :

(l.3) THÉORÈME. - Soit (03B1i)i0 une suite convergente de nombres algébriques ap-

partenant à un corps de nombres K fixe, leurs conjugués étant uniformément bornés.

On suppose que l’ensemble {03B1j ; i eN) est infini, Soit Q = lim. a. et

soient (c.)... et (03BBi)i0 deux suites d’entiers tendant vers l’ infini avec i

telles - - que les nombres c. of. soient entiers algébriques et )e -cy.! 
Alors 6 est t rans c endant .

Le but du paragraphe suivant est d’améliorer le résultat de FRANKLIN.

(b) Enoncé du théo rème (l.4) et lemmes auxi l iaires .

Le théorème en question est le suivant.

(l.4) THÉORÈME. - Soit (e ) n1 une suite convergente de nombres algébriques
deux à deux distincts, et soit 6 leur limite . On suppose que

Alors 9 est transcendant.



(1.5) Remarques.

(1,5.1~ La conclusion du théorème reste vraie si on remplace la condition (1.4.1)

par la condition plus faible

(1.5.2) De même, la conclusion reste vraie si l’on suppose seulement qu’il existe
une infinité de 6 deux à deux distincts.

n

(1.5.3) Comme pour toute suite convergente les conditions en pour 

et "il n’existe qu’un nombre fini de 8n deux à deux distincts" sont équivalentes,
en utilisant la remarque (1.5.2), la conclusion du théorème reste vraie si l’on

suppose seulement qu’il existe une infinité d’indices n > 1 pour lesquels

sn+ 1 ~ en .
(1.5.4) Par contre, on ne peut remplacer simultanément les deux conditions du

théorème (1.4) par les conditions plus faibles énoncées dans les remarques (1.5.1)
et (1.5.2). Un contre-exemple est fourni par la suite définie par

1

~1.5.5~ Avant d’énoncer cette dernière remarque, quelques rappels nous sont néces-
saires. Si c~ est un nombre algébrique, tout entier m E N’~ , tel que mcy soit un

entier algébrique, est appelé un dénominateur de . Plus généralement, M E N

est un dénominateur des nombres ... , an si M~ , ... , Man sont tous

entiers algébriques. Le plus petit dénominateur du nombre algébrique cx

s’appelle le dénominateur de a . D’autre part, si = a , ... , sont les

conjugués de cy , on note

On appelle alors taille de 0 le nombre

La condition (l.4.l) du théorème peut être alors remplacée par la condition plus
forte :

(1.5.6) )e-e 
n 

t a(e n )(i+t(e n ))) avec lim 
noo y =+0153 .

Cela résulte du lemme suivant (dont la preuve est celle donnée par P. L. CIJSOUW).

(l.5.7) LEMME. - Soit cy un nombre algébrique de degré d et de hauteur h ;

soit m un dénominateur de cy . Alors

où En particulier,



Preuve. - Soit

le polynôme minimal de a . Les nombres (i==0,...~d-l) sont donnés

(à un coefficient ± 1 près) par les fonctions symétriques élémentaires des raci-

nes =a , ~..0~~~ de Q. D’où

Puisque m03B1 est un entier algébrique, il existe un polynôme

pour lequel R(cy) == 0 . Puisque Q est le polynôme minimal de a, R est donc

multiple de Q et par suite md . D’où

Il vient alors

La démonstration du théorème (l.4) reposera essentiellement sur le lemme suivant.

(1.6) LEMME. - Soit a un nombre algébrique non nul. Il existe une constante

> C~ telle que, pour tout polynôme P ~ Z~X ~ , on ait

Preuve. - Notons m le dénominateur de o’ . Soit P ~ Z~X~ ~

un polynôme non nul de degré N et de hauteur H . Si 0 , le nombre

m est alors un entier algébrique non nul, donc

où désigne la norme du nombre algébrique p .

Soient 03B1(1) = 03B1 , ... , les conjugués de a . Il vient

avec A = Sup ( 1 , 1 cy Î ) . D ’ où
-- ,

et par suite, compte tenu de la relation (1.6.1),



On obtient alors

(c) Preuve du théorème (1.4).

On raisonne par l’absurde en supposant 6 algébrique. D’après le lemme (1.6), il
existe une constante c = 0 telle que, pour tout polyn8me P E Z[X] , on
ait

Soit P n le polynôme minimal de notons dn son degré et hn sa hauteur,
de sorte que s ~ P ) - s ~ 6 ) = d + log h .

n n n n

Pour n assez grand, comme les En sont deux à deux distincts , les nombres 8

et 8 ne sont pas conjugués 9 on a donc P ~8) ~ ~ , et par suite,n n

(1.8) |Pn= )|=|Pn(03B8)- Pn(03B8n)|03A3dnk=1 | ank|| 03B8k-03B8kn| dn hn sup1kdn | 03B8k-03B8kn| °

Par hypothèse, on a

Pour n assez grand, il vient ~a ~ 8 ~  ~ et, par suite, pour n 
_ 

’ ~ n

D’où, d’après (1.8) :

Des relations (1.7) et (1.9) on tire, pour n assez grand,

ou encore  d + c , ce qui contredit suite e est

transcendant.

2. Etude de la condition nécessaire.

(a) Énoncé du théorème (2.1) et rappels de quelques propriétés des nombres
transcendants.

Le but de ce paragraphe est de démontrer le théorème suivant :

(2.1) THÉORÈME. - Soit e un nombre transcendant. Il existe alors une suite

(8 ~ n n>1 de nombres algébriques deux à deux distincts tels que



Auparavant, rappelons quelques propriétés des nombres transcendants.

Soit e un nombre complexe quelconque, et soit n é N . En vue de sa classifica-

tion des nombres complexes, MAHLER [8] définit 03C9n(03B8) comme étant la borne supé-
rieure des nombres réels 03C9 pour lesquels il existe une infinité de polynômes P

à coefficients entiers rationnels et de degré $ n tels que

Si g est transcendant, il vient alors

(2.I.1~ n pour tout n (si 8 est réel),

(2.1.2) w ( 8 ~ ~ (n - 1 ~~~ pour tout n ( si 8 n’est pas réel).
n

De KOKSMA [6] définit 03C9*(03B8) comme étant la borne supérieure des nombres
n

réels w* pour lesquels il existe une infinité de nombres algébriques ~ de degré

 n tels que

Il est facile de voir que l’on a et WIRSING [9] montra que si e

est transcendant, on a alors

(2.1.3) ~(e) > - + 1~ pour tout n (si 9 est réel),

(2.1.4) ( n(8)~%(2 n(E~~ - n + 2)] pour tout n (si e

n’est pas réel).

Si 9 est transcendant, on déduit donc des relations (2.1.1~ et (2.1.3)

et de la relation (2.1.4-)

Donc, pour tout nombre 6 transcendant, on a

(2.1.5) c~(8~ > n pour tout n .

(b) Preuve du théorème (2.1~.

Cette preuve repose sur le lemme suivant.

(2.2) Soit e un nombre transcendant, et soit n é N . Il existe alors

une infinité de nombres ~ algébriques de degré . n tels ue

Preuve. - D’après la relation ~2.1~5~, compte-tenu de la définition de c~~~~ ,
il existe une infinité de nombres algébriques 03B2 de degré $ n tels que

Or pour assez grand, on a (1%4~~ (n/4 + 1/2) log H(S) , d’où la
conclusion.



Pour démontrer le théorème (2.1~, on construit la suite (8 ? ~, par récurrence
n nfl

sur n . D’après le lemme (2.2) , il existe 03B81 algébrique tel que

Supposons construits des nombres algébriques 8~ , .~. , 8m deux à deux dis-

tincts et vérifiant

D’après le lemme (2.2), il existe une infinité de nombres algébriques ~ de

degré n + 1 tels que

Il existe donc un nombre algébrique ~ - en+1 ~ distinct de ... , 8n et

vérifiant

3. Applications aux séries lacunaires.

Soit o(z) = 03A3+~k=0 ak z une série entière, de rayon de convergence R > 0 ,

dont les coefficients ak sont des nombres algébriques non nuls et où 

est une suite croissante d’entiers positifs. On pose Ak == 

k la.1 et soit

M. un dénominateur de ... , a. ; soit D. le degré sur Q du corps

... , a~) .
H. COHN [3j montra que, si ak ~ Q (k == 0 , 1 , ...) et

alors est transcendant pour tout e algébrique avec 0   R .

G. BARON et E. BRAUNE [1] f irent une généralisation partielle du résultat de
COHN en montrant, dans le cas d’entiers algébriques su de degré t k (k=0,1,...)
que, si

alors est transcendant pour tout e algébrique tel que 0  !A~  R .

Enfin, P. L. C IJSOUW et R. TIJDEMAN [2] généralisèrent les résultats de COHNT,
BARON et BRAUNE en prouvant que est transcendant pour tout a algébrique
tels que 0  ~8~ (  R si a. est algébrique (k = 0 , 1 , ...) et

(ek + log ~k ~D e k+ 1 ~ 0 .
On peut démontrer ce dernier théorème à l’aide du théorème (l.4.) ; on obtient

alors le résultat suivant.



(3.l) COROLLAIRE du théorème 1.4 [CIJSOUW, TIJDEMAN]. - Soit (ak)k>0 une suite

de nombres nuls. Posons ~~~~n~~. t~! ~ et soit D~ le degré

sur Q du corps (~a~ , a ~ ... ~ a~) . On suppose que M~ est un dénominateur

de a , a , ... , a . Soit (ek)k0 une suite croissante d’entiers positifs, et
-2014 0 1 k -"-’’"’’’ ic ~’ 

’"~ 

-- 
.. 

- 

20142014

soit R suppose > 0 ) le rayon de convergence de la série entière

Si

~~k ~ ~°~ ~~ " ~ ’

alors le nombre J(0) , défini par

est transcendant pour tout 8 algébrique tel que 0   R .

Preuve . - On pose
0

Soit p tel que je) pR. Puisque lim )a) 1 =1 R, on a, pour n>n..
~~ n ’’’t’co ii jn. 

," 

Bj

assez grand, l’inégalité !a j  pour n > m , on a :

Soient d le degré de 03B8n et d le degré comme 03B8n~Q(a0,a1,...,an,03B8),
il vient d  dD . Si M est un dénominateur de 8 , alors est un déno-

n n 
’ 

n

minateur de 8n , et, en outre,

avec c = sup[log M , log(l + i e ~ ~ ~ > 0 ,

Des relations (3.2) et (3.3), compte tenu des relations (3ei~ de l’hypothèse, on
déduit

Comme / 6 in’i pour tout n  0 puisque pour le

théorème (1.4)~ compte tenu des remarques (l.5.3) et (l~5.6)~ montre que cr(e) est

transcendant.

Exemple, 2014 est transcendant pour tout 8 algébrique tel que
0 |03B8|  1 .
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