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Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU . G9-01
(Groupe d'étude de Théorie des nombres)
15e année, 1973/74, n° G9, 7 p. 21 janvier 1974

GEOMETRIE DES NOMBRES p-ADIQUES

par Georges RHIN

1. Introduction.

Les résultats de cet exposé généralisent les résultats classiques de géométrie
des nombres [1]. Ils ont été obtenus pour 1l'essentiel par E. LUTZ [2] sous une for-

me un peu différente.

Soient t un entier positif ou nul, et Py s ooy Py t nombres premiers dis-

tincts. On munit (1 £ jgt) de la valeur absolue p.-adique telle que
o], = o7t - ’
J'J j
n n n n
Soit =R x X ese X . Soient a
¢ S, S,

~

g eve 5 & n vecteurs linéai-

n
. ’, n a e - s . o 2
rement indépendants de R a 37 coe a9’ n vecteurs linéairement indépen-
p ’ 1 ) y 89

-~

(0) (0)
1

dants de Q; pour 1 <j<g*t.
~P;

(a(j))
O] (g) 1  1€i<n,0<ict
de la forme (8 /X , eee 5 @ &) ou a(J) désigne la matrice n x n dont les

On appelle lattice de base 1l'ensemble A des points de Qn

vecteurs colonnes sont agj) s eee 3 agj) et x un vecteur colonne de zt .

_ T (3) - ;
On note m(A) = T%=O |det a |j , | |. désignant la valeur absolue réelle.

0
On appelle connexe de Qp un sous-ensemble M(j) de Qg tel que, si
A —— ~P; ~Py
X , ¥ € M(J) s Ay W€ Qp avec lhlj <1, hlj <1, alors Ax + py € M J
. ¥

Un convexe de ¢I° est un produit M = M(o) x M(l) X aea X M(t) y U M(O) est

un convexe de R , et M i) un convexe de Q; pour j >0 .

M est dit symétrique par rapport & O si M(O) 1'est. Sur Qn , on considére
la mesure de Haar produit des mesures de Haar sur R , Qp y ooe Qp telles que
-~ ~ ~t-
mes [0, 1]=1 et mes Zp =1, :

J
ﬁb désigne 1l'ensemble des points x de R® tels que X =o, ago) ryeess O ago)

ave¢ O <o, <1 pour 1<ign, et & d4ési J cee .
5 P ’ 3 signe ‘EPJ al +ooet Z%J a,

2. Premiers résultats.

IEMME 1, - Soit @ une partie mesurable de R x 5, % +ee x 5 telle que

mes(®) > m(A) ; alors il existe x, ed , X, € ad, tels que X, = %, € A- {0} .

Démonstration. - Soient (y1 s see g yn) e 78 , et L(y1 9 cee yn) 1'ensemble

(X(O) ’ X(l) 9 see 9 X © ) de Q" tels que

(0) 2(0) (0)
1

b4 = +eoet a avec . <o, <YV,
1 %n yl ~ qi yl + 1

des points

x(J) € 53 pour j >1.



L(y1 9 ooe yn) est donc un "translaté" du domaine fondamental & = r%<j$t 33 .
D'aprds [1] et [2], on a donc

mes L(y1 gecey yn) = m(A) = m(S) .

Soit M(y1 seess yn) ltensemble des points

L0) _ (0) (1) _ (1) (£) _ (%)

Yy s X - a T seeey X

(o) (1) yeens x(t))

tels que x = (% » X appartienne & d n L(y1 gecey yn) .

M(y1 yesey yn) est un sous-ensemble mesurable de L(0O , O yeeey 0) =& ,
Supposons les ensembles M(y1 gesay yn) tous disjoints ; on obtient
mes(€1) = 2 mes(d n Ly, seees ¥,))

puisque les ensembles L(yl goeey yn) forment un recouvrement de R® x 51 XooeX 3t.

On a donc mes(®) = 2 mes M(y yeees ¥y ) < m(A) , ce qui est contradictoire., Il
existe donc deux ensembles M(y yeeey Vo ) et M(y! ;.00 yn) d'intersection non

vide. Il existe x = (xgo) yooos x(t)) et x, = (x(o) yeeny x(t)) appartenant a

A tels que
0 t
x1 - (a(O) Vo, a(l) T gecey a(t) y) = X, = (a( ) yt, a(l) T yeeey a( ) y') .
Comme y # y' et det a(j) £0, V3, X, =%, est non nul et appartient a
Ao

PROPOSITION 1. = Si M est un convexe compact symétrique par rapport & 0 de

o , tel que mes(M) > ot m(A) , alors M p# {0] .

Démonstration.

(a) Supposons mes(I) > P m(p) .
si M = (1 (O)) () Lk (T

1 2
partenant a ﬂl tels que X, =%, € A - {0} . X, = (X§O) (1) yese xgt)) avec
M() , donc

(0) (0) _% (ngo)) +,%((_ ngo)) c M(O) .

, mas(ﬂl) > m(A) o Soient x, et x. ap-

Pour 1 <jgt, (J) xgj) € M'j , donc X, = %, e,

(b) Supposons que mes(ﬂO = 2% n(a) .

Soit mh = ((1 + e)M(O)) x M(l) X eee X M(t) pour ¢ réel positif
mes ﬂ% =(1+ ¢)" mes M> 2" m(np)
done ﬂ% n A# {0} .
Comme M est compact, ¢ =11 m; . Or 3% N A est un ensemble fini, donc

e>0
mﬂA#{O}o

DEFINITION 1. - Le systdme (bgj)) , 1<i<t, 1<i<n, [bgj) eg’; 1,
satisfait la condition (A(A)) si !
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. . (3) 4i
VJ’ 1<J$t’ maxl{lgllbl 'X‘3$1'$XE$j’

b§3).x désignant le produit scalaire habituel.

LEMME 2. - Pour tout j (1< j < t) , soit (b(a)) un systéme de n vecteurs
Alors il existe & +3) € Qp tel que

lindairement indépendants de Q;

(5(3) (a))

3
’ 1<ign, 1<j<gt,

vérifie la condition A(A) .

Démonstration. - Soit x € Qp « On pose x = a(J) y o I1 faut donc vérifier que
J

|6(3) ba.a(‘]’ y|J <1=y€ Z? .

1<i<n
En notatl?n matricielle b(J) (J) y = t(b'?) a(a) ¥ « En posant C§3)=}(bi)z§j>,
o n
maxX, i em lc i y| définit une norme sur Qg s comme toutes les normes sur 'gpa
sont équlvalentes, il existe A € R tel que
(J) n

Il suffit de prendre §(3) vérifiant Ia(j)lj > Aj .

PROPOSITION 2. - Soient (bgo) y oee bio)) n vecteurs linéairement indépen-

dants de 'E? et, pour 1<j<t, (bg) gecey b(J)) n vecteurs linéairement in-
dépendants de Eg satisfaisant la condition A(A) . Soient C(J) y 1<ign,

J
0<jgt, des réels Pels que

cld) 50
¢ oy pour j1 et cld) ¢ ;2
(3) (3) _ -
Posons |det (b1 yeaey )l EE. d = r§=0 dj . Alors si

m(A d < Tf TP ng)

il existe x = (x(o) yosey X(t)) # 0 appartenant & A tel que

lbga)ox(a)lj < C(J) y Vi 1<ign, ¥Vj O0gj<gt.

~

Dénmonstration. - Soit M= {x € Qn o Ib(a) (J)l gj) s Vi, VJ3}. X

est évidemment un convexe compact, symétrique par rapport a 0.

mes M = FB—O nes M(J)

Dtaprés [1], mes M(O) = gn(ﬂ? Cgo))/d .
i=] 1 0
D'aprds [2], mes M(j) = 1/dj ”2=1 ng) pour 3 > 1.

On a donc mes M = 2 (ﬂ?=1 ﬂ§=0 ng))/(ﬂ;=0 dj) > 2% m(n) .

On peut donc appliquer la proposition 1.

3. Les minima successifs.

Soient (ng) yeses bga)) , 1<j<t, n vecteurs lindairement indépendants
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de Q¢ satisfaisant la condition A(A) . Soient Cga) € p?g pour 1<ign
p, ’ -
1<ji<st. M(J) désigne l'ensemble des x(':l € Qg tels que !b J) (3)| <C(3),
~rJ
1<ign.

Soit NKO) un convexe compact symétrique par rapport & O tel que nmnes M(O)>O -
On pose W = 00 (1) w8,
DEFINITION 2. - Soit x = (x(o) y eee 9 x(t)) € Qn « On pose
(3) ( (3)y - (3)y 15,(3) L(3) .
P (xM) = max1gi§n(1/ci )!bi oX |j pour j =1,
0 0 .
F( >(x( )) = inf (0)
X
b (3), (3)
F(x) = ﬂj:O P (xNe)

On définit les minima successifs de W par rapport a A de la fagon suivante :

m1 = mlnXEAr{O} F(x) = F(xl)
m, =min__, F(x) = F(xi) 2g<ign
(x X peees Xi—l) Q-lindairement indépendants.
Soit p wun nombre premier. Pour 1< j<*t,
p(d) (J) Lo o
: . x si .
F(J)(px(a)) - ( ) P7 Py

F(J)(XJ) si p=p
et

2050y _ (0 0y

On a donc F(px) P(x) pour tout nombre premier p , et il suffira de considé-
rer les minima sur les points primitifs de A c'est-=a-dire sur les points

(a0 (t)

T secey & y) tels que Yy reees Y, soient premiers dans leur ensemble.

PROPOSITION 3. — Les minima successifs de M par rapport & A existent, et vé—

rifient O < m1 < m2 SJEETIE S <+ o

Démonstration.

(a) Pour tout « > 0 , il n'existe qu'un nombre fini de points primitifs x de
A tels que F(x) € o . Supposons qu'il en existe une infinité ; il existe alors
une suite (xk) et un indice j tels que

§(0) (£ (0)y e,

k
F(j)(xéj)) e

+

(3)

Comme ' =a Yy

avec y, € Zn

1/C(J) lb(a) li ko

I L]

1<1<n

Toutes les normes de Qg étant équivalentes, il existe un entier ko tel que
~Py
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k > ko entraine

max, ien Ve qly <1

Ceci entraine que pj divise (yk,l geesy yk,n) pour k > ko , ce qui est im=-

possible,

(b) Soient Yy secer ¥y B points de A, _g—linéairement indépendants et primi-
3 3 — ' N\ . 3 - 3 ' 4 Ve
tifs. Si o = maxlgign F(yi) , dtapres (a) il existe un nombre fini d'éléments

zz(z € 3) de A primitifs tels que F(zz) $o.0na m =unin g F(zz) = F(xl) ,

ce qui montre bien m, >0 .

Supposons m, ye.., T définis avec %=Fhﬁ pour 1<kgi=-1.11

-1 ?
n'existe qu'un nombre fini N d'éléments z, de A primitifs, linéairement indé-

pendants de (x1 gesey xi—l) , tels que F(zz) £a e N est non nul ; en effet, il

existe un Yy ( Yy par exemple) tel que Xy reees xi_1 » ¥y soient linéairement
indépendants.,
De plus, x1 reees Xi 59 zz sont linéairement indépendants, donc F(zz)_?mi_1 .

On a mn La .

4., Une généralisation du deuxiéme théoréme de Minkowski.
Soit M un convexe de (O défini comme dans le paragraphe précédent.
Soient T<J) , 0<j<t, t+ 1 matrices n xn inversibles & coefficients

~

dans R si j =0, dans Qp si 3 =1 . TA désigne 1l'ensemble des points
J
(T(O) a(0)x yeeey 'r(t) a(t)x) pour X egn et

¢ (y) = ¥ (9T y) pour yekr si j=0

(v ek
eyeng si j>1
On pose

(Tﬂﬁ(j)

[y

{y eR" ou 3.23 te1s que ¢ (y) < 13

et

T

il

(e % (D) L« (P,

LEMME 3. = Les minima successifs de 1I par rapport & TA sont les minima suc-

cessifs de M par rapport & A et

n(A) mes(tM) = m(TA) . mes(iM) .

Démonstration. — Pour tout x e Z° , G(j>(T(j) a(j)x) = F(j)(a(j)x) , ce qui

montre 1'égalité des minima successifs

ot (3) (3)
n(TA) = ﬂjzo |det(7'9/ a'd )lj

]

(ﬂ§=0 Idet T(j)lj).m(A) .
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y(3) 2 () ()
m_, |det('r(j))|j.mes u(d)

t .
mes(m).ﬂj=0 ldet(T(J))lj .

D'autre part, comme (T

mes (AN)

THEORENE 1. - Soit % le convexe de 0" défini dens le paragraphe précédent,

et soient M, peeey M~ SES minima successifs par rapport a A . Alors

(1) m(A) 1 gesey mn mes(m) of m(A)

Démonstration.

(a) Si T(j) = (a(j))_1 s, TA est alors la diagonale de (Zn)t+1 que l'on no-

tera 2% . D'aprés le lemme précédent, (1) devient
n

2t
(2) 'rl-!‘$ ml 90ecey mn HXeS(Tm) S 2

ou

A=2" .

(b) Démontrons Zn/n! < m1 yesey m_ mes(M) . Soient Xy seeey X les points de

ZP tels que F(xi) = mi . Soient ) J) de pour j >1 et “io) E‘E pour

. t(a(j)) bgj)

vérifie la condition A(Zn) « On suppose dans la suite que

1<i<n tels que

~ ~

(3) %, 1w 59 <

i=1 i ~ !

(4) max _ n(,“glj F(j)(xi)) < 1.

—'1,0-0’

On vérifie aisément que
(3) (3) :
F (5221 w0'x) <1 0<ji<t
ce qui montre que

Zn (J)x € M )
i

i=1 Wy pour tout j .

. . n
Pour j =0 , 1'ensemble des points Xi=1 u§0) X, est de mesure
n .
2 =n (o
T (Idet(xl yeeey xn)lo)/(ﬂ;=1 F( )(xi)) < mes M(O) .

Pour j > 1, l'ensemble des points Z?—l ugj)xi est de mesure

(laet(xy yenny 2) | /(s B(x,) < mos (3

. J=t
Comme det(x1 secey xn) est un entier non nul, r%=0 ldet(xl goeey xn)lj >1,

et par conséquent
(5) I (2 laetlx, yeey 2)1)/(B(x)) e, F(x,)) < mea(m)

entratne 22/n! < (mes ﬂD.ml yesey I

(c) Démontrons m peeey M < 2" . soit A le sous-réseau de Z° des points
X € Zn tels que x € M(3> pour 1 < 3 < t . Alors, d'aprds [2], 1'indice du sous—
groupe AC de ‘gn est I(A ) = {ﬂ mes(x € Z; Il’i‘(‘j)(x)l'_j < 1)}-'1 .
e
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Puisque M(j) c Zp [condition A(Zn) ], on a
I(AC) = HJ =t (mes M(J)) ~1 (mes(M( )))/mes m .

D'aprés le théordme de Minkowski [1], il existe n points de AC linéairement

indépendants Yy veees Iy tels que
M 5y < (2 2ag))/(mes())
Puisque y, € A, » F(y ) € F(O)(y ) ; on a donc ﬂ -0 F(y ) € P/mes(m) .
Supposons F(y ) F(y ) « < F(yn) ;s alors mi = F(Xi) < F(yi) y V i=1,.e4pn
et ﬂl =1 F(xi) < 2n/mes(m)

COROLLAIRE. — Soient (X, yeee, X ) des points de A tels que F(x ) = m;
alors si = (a (05 PEETERY a(t)y ) y On a

< T laet(y v ). < nt
< j=0 1 pesey n j S .

I1 suffit de comparer (5) et (2).
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