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SUR LE PRODUIT DiS CONJUGUES D'UN WOMBRE ALGEBRIQUE
SITUES A L'EXTERIEUR DU DISQUE TNITE

par Martine PATHIAUX

Soit eO = 1,32 ... la racine réelle de l'équation 93 -9=-1=0 (clest-a-

dire le plus petit nombre de Pisot) ; SNMYTH [2] a démontré :

THEOREME 1. - Soient P(z) un polyndme irréductible de z[x] » non réciproque et

Gi les zéros de P(z) , alors

Lo
nlei|>1 €51 2 8,

Je me propose, en utilisant des méthodes analogues, de généraliser, en un certain

sens, ce résultat.

THEOREME 2. - Soient q un entier rationnel positif et P(z) = qz° +...+ q; un

polyndme de 2Z[x] , irréductible, non réciproque tel que }qol 2q.Si 61,...,9s

désignent les zéros de P(z) alors

leil >+ (1 + A/f+ 164°) .

T
Iei|>1 4q

Remarque. - Si P(z) vérifie les hypothdses du théoréme 2, P(z) n'a pas de
zéros dans le cercle |z| =1 . En effet, s'il en avait un, 6 , de module 1 ,
® = 1/6 serait zéro de P(z) et de son polyndme réciproque, ce qui est impossible

puisque P(z) est irréductible et non réciproque.

La démonstration repose sur le lemme suivant (voir Smyth).

LEMME 1. - Soit f£(z) = Z:=o a 2", a €R, une fonction holomorphe dans
lz| <1, vérifiant |£(z)] <1 sur |z =1, alors
>
-Ianl <1- ao ) 5
2 ag 2 an
B i S

Notations., - Appelons Q(z) 1le polyndme réciproque de P(z) (resp. 1'opposé du

polyndme récipquue de P(z) )si qo >0 (resp. si qO < O) et posons
P(z) _ s _ k 4
=T = (92 ooty | )/ (ara,_; 2+ecitqy 20) = uy +u_= H, Ztees WA,
1—9i A
g(z) = Enie. l>1(——e——::z—~) = d_o+d1 Zt e oo avec E‘_".tl et Enle Isl lei|>0 I
i i i'”

— P(Z) _ n
£(z) = g(z) O o t C B Heeut OB +a,

et
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=1 .
o, 1>1 lo, |
f(z) et g(z) sont holomorphes dans |z| g 1 et vérifient les hypothdses figu-

rant dans le lemme 1,
LEMME 2, - Si t< 1 + 1/q alors Uy =1 .

I1 suffit d'appliquer le principe du maximum & £(z) « On a luo/tl £1 soit
|q0|<q(1+1/q)=q+1,etalors qs|q0|<q+1 et done |q0|=q et
uozlo

Démonstration du théordme 2, - Supposons donc que t < 1+ 1/q 3 on a alors les

identités

dy =¢ »

(1) LN ]

k=1 = %k-1?

dk + do uk =C, .
q = qO ’
4 = gy ?

(2) L N ]
ey T Gk ?

Wy + Qg = Y °
D'aprds 1'égalité (1) et le lemme 1, on a
1
o rdul 1ol o lglci-d,

soit
(3) o | < 2(t =) .

Mais qw, € Z* d'aprés les égalités (2) Donc 'ukl l/q y d'ol 1lt'on déduit
1/q < 2(t - 1/t) , soit

tg-—l-(l 1+ 1642 16q

En utilisant la deuxléme inegallte du lemme 1, an peut améliorer la constante

ﬁ/4q)(1 + vﬁ + 16q mais on n'aboutit pas au résultat
nlei|>1|9i| 26,

3+(q-1)22—z-q

c'est-d-dire le plus petit nombre de Sq (P1S0T [1]). Par contre, on peut démon—

trer le théoréme suivant.

ou eq désigne le zéro de module > 1 Qu polyndme qz
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THEOREME 3. - Soit P(z) = qz° + ... + q, un polyndme de Z[x] , irréductible,

non réciproque, tel que lq0| > q , ayant au plus deux zéros dans Iz' >1, et

ceux—ci étant réels et de méme signe, alors

lo;1 >0, «

Mo, I>1 1

On applique la deuxi®me inégalité du lemme 1 & la fonction f ; et de 1'égalité

a,=1- dg - a,/(1 - 1/t) , on aédutt
a2 u2
1 1 (t=1) 1
-2(1-=) +2 T v s €y
t 1-1/t »
) <~E§ <=u  d (1 + %) - !
SR 11 ¢t =1 t(t -1) °
2

On résoud cette inégalité sachant que qu, et q u, sont des entiers ration-
nels si u, #0 et qu, e 7% si u, =0 puisque P(z)/Q(z) a au plus deux
pdles dans Iz'<1 .

On en déduit que ¢ > 6  en utilisant 1'ingalité |d1| > 2/t (1 - 1/t) .
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