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Séminaire DELANGE-PISOT=-POITOU @17-01
(Groupe d'étude de Théorie des nonbres)
15¢ année, 1973/74, n° G17, 6 p. 10 juin 1974

UNE NOUVELLE CLASSIFICATION DES NOMBRES COMPLEXES
SELON K. MAHLER

par Alain DURAND

Depuis le début de ce sidcle, de nombreux auteurs ont proposé diverses classifi-
cations de 1l'ensemble ( des nombres complexes (pour 1thistorique de cette questim,
se reporter par exemple a [1], p. 60-61). Parmi ces dernidres figurent celles pro-
posées par MAHLER : la premidre, désormais classique, date de 1931, et répartit les
nombres complexes en quatre classes A, S, T , U (une étude détaillée de cette
classification peut &tre trouvée dans le livre de SCHNEIDER [4]) 3 la seconde, qui

date de 1971 [ 3], est celle exposée dans ce papier.

1. Fonction ordre d'un nombre complexe et classification de C .
Etant donné un polyndme P € ([X],
N
P(X) = py X'+ eeo + py avec py £0 ,
on note

() =v, H( L(p) = | et A(p) = 2 () L(®) .

Pour obtenir une partition de ( , MAHLER associe tout d'abord & chaque élément
8 de C une fonction positive ou nulle non décroissante O(u|9) de la variable

entidre u > 1 , appelée fonction ordre de 6 , et définie par

_ 1
o(ule) = sup log{TﬁrgyT} ’
la borne supérieure étant prise sur l'ensemble fini des polyndmes P(X) #0 2

coefficients entiers rationnels et tels que
MP) <u, B(p) #0.

I1 définit ensuite une relation de préordre entre ces fonctions de la manidre

suivante,

Si a(u) >0 et b(u) > 0 sont deux fonctions non décroissantes de u > i pour

lesquelles il existe trois entiers positifs c¢ , u, et T , tels que

a(uc) > T.b(u) pour u > uO ’

alors on écrit
a(u) > b(u) ou b(u) < a(u) .
Si les relations
a(u) » b(u) et blu) » alw)

sont toutes deux vérifiées, on écrit
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a(u) > < b(u) o

I1 est clair que le signe » définit une relation de préordre et le signe > <

définit une relation d'équivaience. Si 6 , T € C , on écrit enfin :
6>mM si o(ule) » olul®w) ,
8><1 si o(ule) ><oluln) .

On obtient ainsi une classification de C & partir de la relation d'équivalence

>< o

MAHLER obtient alors les résultats suivants :

O(ule) >< logu si © est algébrique, mais non entier d'un corps quadratique
imgginaire,

o(ule) » (1og u)2 si © est transcendant.

O(ule) > < O(u!n) si 6, T sont transcendants et algébriquement dépendants

sur Q .

Dans les paragraphes suivants nous donnerons des démonstrations, d'ailleurs dif-

férentes de celles données par MAHLER, de ces résultats.

2. Lemmes suxiliaires.,

LEMME 1. - Soient

51 si 9 €
9€.Q_€5_’G_G(9)=2
2

hi=¢]

si 6 ¢R

Soient N , H des entiers positifs. Il existe alors un polyndme P € g[X] ’
P#£0 tel que

3(p) <N, H(P)<H

|P(8)| < exp(eN) ql~(¥+1)/0(e)

ou ¢ = c(e) est une constante positive.

Preuve. = La preuve de ce lemme repose sur le principe des tiroirs de Dirichlet.

On considére les (H + 1)N+1 nombres @istincts ou non)

2 o< , x, €2, 0<x <H (k=0 ,...,0N).

o<kl ¥k

1° 8 est réel., - Puisque x,_ >0 (k =0 goeey N) s Ces nombres sont dens un

k
intervalle I<©R de longueur (N + 1)(6®)Y B (ou 6* = supf{1 , |8]} ). Soit
n= (H + 1)N+1 - 1 o Divisons alors l'intervalle I en n sous-intervalles de

longueur (W + 1)(e*y(H/n) . Deux de ces nombres, disons y , y' , sont par suite

dans le m&me sous-intervalle ; leur différence

y-y' = z§=0 (x, - x)6"
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vérifie par conséquent

N
ly - y'| < (¥ + 1)n(e ) o v+ 1)) gV < exp(en) g ¥,

2° 6 n'est pas réel. - Les nombres précédents sont ici dans un carré C cC de
o886 2(N + 1)(6*)" H . Soit ne N tel que n< (54 1)W1/2 oLy pii

alors le carré C en n° carrés égaux de cbté (N + 1)(9*)N (H/n) . I1 existe

donc deux nombres y et y' tels que la différence
- v! = ( - »1)aK
vérifie

ly=y'] < VE(N+1)(6*)N(H/n) glfé(N+1)(e*)N H‘((N;l)/Z) < exp(cN) H—((N-l)/2)

LEMME 2, - Soient Pij(x) » 1<1, j<n, des polyn8mes & coefficients com—
plexes, et soit A = A(X) 1le déterminant

Pll P12 eee P

A = P21

in

P CACRC I SR Y P

nil nn
Alors
(1) 3(a) < Zl<j_<,1 SUP s a(Pij) .
141
(2) Wo) < M (B 1))

Preuve. = La relation (1) est triviale., Pour démontrer la relation (2), on rai-

sonne par récurrence sur n , le cas n = 1 &tant évident,
' On développe A suivant la premidre colonne. On obtient :
_ k-1
6= 1) Prer G
ol, par hypothdse de récurrence, Qe vérifie
Q) < ”f-}:z(Z?;é e ) s MG 12,)) (1<xgn) .,
i

On en déduit

1a) € 3y M) BQ) < swpy g 1(e) T 1(e) < Mt Crin 1By ))

LEMME 3. - Soient ¢ , T des nombres complexes tels que T soit algébrique sur
le corps Q(6) . Il existe alors deux entiers positifs k, = ki(e sy M (1 =1,2)
tels que, pour tout polynfme Q € Z[X] , on ait :

Q(ﬂ) =0,

-k k
lam) | > a(Q) T exp(~ 0(A(Q) 2le)) .
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Preuve, -— On suppose 1 algébrique sur _g(e) o I1 existe alors P € E[X y Y1,
P#0, tel que P(6 , M) =0, et tel que le polyndme Pi(Y) =P(e , Y) soit ir-
réductible sur ‘g(e) .
. P i N -
Ecrivons Pl(Y) = Zi:O ai(e) Y™, ou ai(X) e 7Z{x], ap(e) £0 ,
; - J
Soit Qe Z[Y], aY) _Z(jl:o by YU, bq;éo .

On suppose que Q(T) # O . Les constantes S s S5 O34 Ky,

viennent dans la suite sont des constantes qui ne dépendent que des nombres 6 et
M.

On considdre le résultant R(P1 » Q) des polyndmes P

k2 qui inter-

et Q , clest-d-dire 1le

1
déterminant
q L P
S S :
a_(0) b
a_(e 4 3
: p . ¢
: . . a (s) . . c b
R(P1 , Q) = ao(e) . P Y A
a.(e) ¢ 0 T,
O . [ bo L) ]
ao(e) .
b
0

On sait alors que Pl et Q ont une racine commune dans C si, et seulement si,
R(P1 » Q) =0 (voir par exemple : S. LANG, Algebra [2], chap. V, §10). Comme P,
est irréductible sur Q(9) et que Q(1) #0 , on a donc R(P1 » Q) £0 .,

1° Minoration de |R(P1 ’ Q)I « = On peut écrire

R(P1 » Q) =8(8) , o0 segx].
D'aprés le lemme 2, le polyndme S(X) vérifie
3(s) < ¢, a=c, 3(Q) »
L(s) < e ()P .
D'olu
Ms) < (2 ! 0 )@ 1(Q)? < M2,
Puisque R(P L Q) # 0 par hypothdse, on a donc
IR, 5 Q)] > exp(- o) 2le))

2° Iajoration de IR(P1 » Q] « - On distingue deux cas.

(a)_On suppose || € 1 . On multiplie alors la i-idme ligne de R(P1 » Q) par

- . 2
np+q » et on ajoute le résultat obtenu & la dernidre ligne. On obtient ainsi sur

la derniere ligne :

e (), 1R () e, 2, T QD) een, ofn) .

En développant le déterminant suivant cette ligne, et en appliquant le lemme 2

- (dans le cas Pi,j constants), on obtient, puisque Pl(n) =0,
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R(e, » o)l < plaM (G ola ()N L@,

(b) On suppose maintenant Iﬂl > 1 . Dans ce cas, on multiplie la i-idme ligne de
R(P, , Q) par

tient donc sur la premiére ligne :

, et on ajoute le résultat obtenu & la premiére ligne. On ob-

TP, e () e TR (), o) peen, TP aln)
et en développant le déterminant suivant cette ligne, on parvient & la méme inéga-
1ité que précédemment.

Dans les deux cas, on obtient donc
I&(e, 5 o) < lam e HQ)P < FOINORS

3° Conclusion. = En comparant les résultats obtenus au 1° et au 2°, on obtient

ainsi la relation @
-k k2
la(m | > () T exp(- o(a(a) °le))

s

3. Propriétés de la fonction ordre d'un nombre complexe,

Les propriétés démontrées ici sont celles énoncées dans le §1.

PROPOSITION 1. = Pour tout T € C algébrique, on a

o(ulm) < log u .

Preuve, - Soit P € Z[X] tel que P(1) # 0 . On utilise le lemme 3 avec 6 =1 .

I1 existe donc un entier positif k = k(1) tel que

lP()] > a(e)™
(i1 est facile de voir que O0(uj1) =0 ). D'ou :

o(uln) <k logu .

PROPOSITION 2. = Si © € C est algébrique, mais n'est pas un élément d'un corps

quadratique imaginaire, alors

o(ule) » log u .

(0)+1 y et H = [u/4q(9)] (o o(p) est défini

dans 1'énoncé du lemme 1), On applique le lemme 1 avec N = c(8) « I1 existe alors
un polyndme P € Z[X], P(X) #0C vérifiant 3(P) <o(e) , H(P) <H , d'od
A(P) <u et tel que

Preuve, - Soient u€N, u> rd

12(0) | < exploo(s)) E-(1/(8))

ob ¢ =c(p) est une constante positive. Comme 1'hypothése faite sur 6 équivaut
& dire que 0 est de degré > o(8) , on a donc P(6) # 0 . Pour u assez grand,

il vient par conséquent :

o(ule) ?-§;%§7 log u .
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Remarque. - Le résultat précédent reste vrai si & est un é1ément d'un corps
quadratique imaginaire, mais non entier algébrique. Par contre, ilnlest trivial que

si 6 est un entier d'un tel corps, en particulier si 6 € Z , alors on a

o(ule) =0 .

PROPOSITION 3. = Si 6 € C est transcendant, alors

O(ule) > (log u)2 .

Preuve, - Soit ue N, u> 16 . On applique le lemme 1 avec N = [log V%/log 4]
et H = EJ&] . Pour u assez grand, on obtient alors
1 2
o(ule) > 55757 (log )< .

PROPOSITION 4, = Si © et T € C sont trenscendants et algébriquement dépen-

dants, alors @

o(ulg) > < olulm) .

Preuve, - Soit Q € Z[X] tel que Q(n) # 0 o Comme T est algébrique sur ,g(e),
il existe donc d'aprds le lemme 3, deux entiers positifs k, = ki(e , M (1 =1,2)

tels que
-k k
la(m) ] > aQ) ! exp(- o(a(a) 2le)) .

Comme d'aprés la proposition 3 on a
O(ule) » (log u)2 '
on en déduit donc
o(uln) < o(ule) .
D'une maniére analogue, on a
o(ule) < O(ulﬂ) ’
d'ol la relation

o(ule) > < o(uln) .
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