
Séminaire Delange-Pisot-Poitou.
Théorie des nombres

JACQUES VÉLU
Fonctions L p-adiques associées aux formes modulaires
paraboliques de SL2(Z)

Séminaire Delange-Pisot-Poitou. Théorie des nombres, tome 15, no 1 (1973-1974),
exp. no 11, p. 1-5
<http://www.numdam.org/item?id=SDPP_1973-1974__15_1_A8_0>

© Séminaire Delange-Pisot-Poitou. Théorie des nombres
(Secrétariat mathématique, Paris), 1973-1974, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la collection « Séminaire Delange-Pisot-Poitou. Théo-
rie des nombres » implique l’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression sys-
tématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de
ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=SDPP_1973-1974__15_1_A8_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


11-01

FONCTIONS L p-ADIQUES

ASSOCIEES AUX FORMES MODULAIRES PARABOLIQUES DE SL2(Z)
par Jacques VELU

Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU
(Théorie des nombres)
15e année, 1973/74, n° 11, 5 p. 21 janvier 1974

Dans cet exposé, je vais résumer la seconde partie de l’article de NANIN [4],

auquel a été consacré le séminaire Serre du Collège de France [2].

1. Introduction.

Soit p(z) = 03A3~1 a exp 203C0inz une forme modulaire parabolique pour de

poids w + 2 ( w est pair, > 10 ). La transformée de Mellin de 03C6 est la fonc-

tion entière, définie par

B*-"/

Cette fonction vérifie l’équation fonctionnelle :

Si l’on récrit l’intégrale sous la forme

~n peut interpréter ~ ts~ comme une fonction analytique sur l’ensemble des
.. ~ X 

~ . ~ ..

quasi-caractères du groupe R 
pes 

, et ce que l’on va faire c’est construire un analogue p.-adique de cette fonction au moyen d’une intégrale p-adique.

2. Analogue de R" .
,~- 

On pourrait prendre Z" , mais /- , , 

Pour avoir plus de généralité, on fixe un entier A.. premier à p ~ on pose

6 = Q~ q , et on définit

L’analogue de R~ est le groupe ~ ~ (l + q~)~ .
Notons groupe est isomorphe, mais non canoniquement, à Z .

En effet, si *y 6 U est tel que v(y - l) == v(q) , ou encore y = 1 (q) ,.tout



élément z de U s’écrit de façon unique z = y avec a ~ Z signifie

exp (a log ’y) ).

3. Analogue de ~(s) .
Soit C le complété de la clôture algébrique de û ; soient 0 son anneau

"*p *~ 
_

d 1 entiers et n l’idéal maximal de 0 , et fixons un plongement de Q dans C .

Posons

tout caractère x s’écrit de façon unique SOUS la forme x = xo où

~0 e X((Z/0394Z) ) est sa composante modérée ,

xi G xUp> est Sa composante sauvage.

Le groupe est isomorphe, mais non canoniquement, au groupe T = (1 + m)~ .
En effet, l’application L : . T , définie par x -+ x(y) ( y étant

choisi tel que v(y - 1) = v(q) ) est un isomorphisme. Si ~u °°t° L-103B3(u) , on a
~u(03B3a) = ua pour 03B3a ~ Up .

Les caractères qui sont d’ ordre fini, sont ceux pour lesquels a est une

racine pn-ième de i , ce sont ies fonctions localement constantes sur U .
P

Tout caractère àe Dirichlet, dont le conducteur ext une puissance de p , peut
s’identifier à un caractère d’ordre fini sur U au moyen du plongenent de Q

P °°°°°°

dans C .

L’isomorphisme entre et T fournit une structure d’espace analytique sur

X(Up) avec, pour seule carte X(Up) , tout entier. Pourtant, on peut aussi bien
donner à X(U) cette structure d’espace analytique avec des cartex plus petites
en procédant comme dans le cas réel. En effet, si s e O (anneau des entiers de
C ) , l’application x(s) : V -a définie par = e st un carac-
-P -P
tère, et avec nos notations, ~(s) = Ce paramétrage applique Ù sur un voi-

Sinage de l’élément neutre de X(U ) qÉi ne contient pas de caractère d’ ordre fini.

4. Analogue des mesures.
Soit S l’ensemble des fonctions sur Z 0394 localement constantes. par définition,

une distribution est une forme C -linéaire sur $ , cet espace vectoriel admet-P
pour base les Caractères d’ordre fini, ot pour générateurs les fonctions caracté-

ristiques des compacts K a,n , où a G Z 0394 , n > o ’ et

Par conséquent, on peut aussi bien considérer une distribution comme une fonction
sur les caractères d’ordre fini, sur le sous-groupe de torsion de T, ou comme une



fonction additive sur les compacts, i. e. telle que

Exemple de distribution: La "distribution de Haar" est définie par (Ka,n)=1 n.
On remarque qu’ici E C et non à C comme dans le cas classique, ?ar 

quent, si n ~ ~ , i, e, si le compact K a,n tend vers le point a, on a

~,~K ) -~. ~ et non vers 0 . Il en résulte que la méthode consistant à étendre ~,
a,n

aux fonctions continues en les approchant par des fonctions localement constantes

(fonctions en escalier) va connaître quelques difficultés.

Définition. - La distribution ~, est à ~ croissance lente si

En quelque sorte , une distribution à croissance lente est une distribution qui
croît moins vite que la distribution de Haar.

5 . Analogue de l’intégrale.

Soit f : Zx0394 ~ C , et soit Rn un système de représentants dans ZX de

(Z0394/0394pn Z0394)  ;  étant une distribution, définissons les sommes de Riemann par

Nous avons alors le théorème suivant. 

est à croissance lente et si f est une fonction lipschit-

zienne, i. e. s’il existe c(f) telle que

l’ensemble des S(f , possède un point d’accumulation unique dans C . On le

Remarquons que toute )( ~ X(z ) est lipschitzienne, par conséquent, si nous

fixons ~ et faisons varier )( ~ la mesure ~ permet de définir une fonction
sur T par

La f onction ainsi définie e st analytique sur T .

6. Construction des distributions.

On adopte le point de vue distribution = fonction additive sur les K .

a,n

Le théorème suivant permet de construire de telles fonctions.

~ ~~ On sait depuis que cet exposé a été fait que la fonction analytique appar-
tient à l’ensemble des fonctions et que, réciproquement, toute fonc-
tion o(log) est construite ainsi à partir d’une distribution à croissance lente.



THEOREME Soit R : Q/Z ~ Cp te lle que

et soit À une racine de Inéquation

est une distribution. .

Pour démontrer ce théorème, il suffit de vérifier que

7. Distributions associées aux f ormes modulaires.

Dans la première partie de son article ( ), MANIN étudie les intégrales

dans le cas où p est une série de Hecke , i. e. ==X ~ pour tout n ~ et

q)(z) == Z. B exp Il démontre existe u) et (u ~ ~ tels que

sont des fonctions définies sur Q/Z prenant leurs valeurs dans les entiers du

corps de nombres réel ~~~ , j~ , . , . , ~ , ... ~ . De plus on a

Grâce au théorème de Nassiboulin, on construit quatre mesures en posant

avec X racine de l’ équation X2 - X + = 0 . 

’

Si v(X )  i , une des racines vérifie v(X)  i , et les deux distributions

(2) Dans son deuxième article [ 3], MANIN étudie les fonctions dz ,
où ce qui permet de démontrer l’équation fonctionnelle de la fonction à

p-adique.
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correspondantes sont à croissance lente.

par conséquent, on peut définir Zk ~ ±03C6 .
*~TB 

Le lien avec les intégrales archimédiennes correspondantes est 
donné par le théo-

rème suivant :

TSBOEEHE. - Soit x un caractère de Dirichlet, de conducteur Ap~ , posons

G(~) = 1 n x(x) la somme de Gauss,

et identifions x à un élément de X(Z 0394) . Nous avons la relation

Remarque. - Cette dernière formule est en réalité le point 
de départ de la cons-

truction de la fonction A p-adique. Depuis que cet exposé a été fait, Ju. I.

MANIN [3], Y. AMICE et J, ont amélioré ces résultats, et démontré, d’une

p art que la fonction p-adique construite satisfait une équation fonctionnelle

comparable à celle de la fonction A archimédienne, d’autre part qu’on peut défi-

nir cette fonction en remplaçant la condition v( ~)  1 par v( J~ ~  ~ + 1 .
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