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Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU 6-01
(Théorie des nombres) )
15¢ année, 1973/74, n°® 6, 18 p. 3 décembre 1973

ELEMENTS ANALYTIQUES UNIFORMES ET MULTIFORMES

par Gilles CHRISTOL

0. Notations.

p est un nombre premier fixé. EP désignera le complété de la cl8ture algébrique
de gp » O les entiers de EP ’ E; le corps des restes de @ (qui est une cl8-
ture algébrique de Eb ) et M 1'idéal maximal de & . @ est muni de la valua-
tion telle que v(p) =1 .

Si a e @, nous noterons a son image dens ?; » w désignera 1l'homomorphisme
multiplicatif injectif de ?g dans (& , qui vérifie, pour tout o de ?* ’
wlo) = o « Un élément de ¥ s'écrit alors, de manidre unique, a = w(a)(a) ’

(ay el + W,

Nous munirons N du filtre des parties formées des multiples non nuls d'un élé—
ment et noterons la convergence associée h x- o . Si F(h) désigne le corps a p

éléments, il est clair que Fp = Uhx F(h)

A étant un anneau valué, nous noterons § (A) 1l'ensemble des applications de
Nr dans A , muni de la topologie de la convergence uniforme, et nous noterons,

pour f € $r(A)

v(f) = 1nf(n1’...’nr)[v[f(n1 y ooe nr)J]
d'autre part nous utiliserons la notation
5 n1 n, n,
f(Xl 9000y Xr) = T f(nl gecey nr) X1 X2 XX Xr )

N

cette série est convergente sur MF ; en particulier si A= et si r=1, on

sait que
v(f) = infxﬁnlv[f(x)] .
Sr(A) sera muni du produit qui provient de son identification & 1'anneau des

séries formelles A[[xl »oeer s x ], et 51(A) sera en outre muni du produit de

Hadamard, dans ce cas nous avons donc

fe@) =L f@ e@-n) ;£ *gh) = £y gla) ,

Nous allons étudier deux sous-ensembles de Sl(a) » mais il est clair que tous

les résultats se généralisent immédiatement au cas des applications bornées de
§
1 (&)

O.1: Sous-anneaux de & , = Si A est un sous—anneau de @ , on note v(4a)

1'ensemble des valuations de ses éléments, en particulier, v(&) = g%

On dira que A est séparable si v(A) est formé d'une suite tendant vers 1'in-
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fini. I1 n'est pas difficile de voir que A est séparable si, et seulement si,
c'est un espace topologique séparable quand on le munit de la topologie induite de

celle de & ,

Nous noterons W 1l'anneau des vecteurs de Witt de E; y et nous dirons que le

sous-anneau B de @ est saturé si, pour tout a de B, ona a.W € B .

PROPOSITION 1. - Tout sous-annesu A , de & , est contenu dans un anneau B

saturé, tel que v(B) = v(a) .

Définissons a bi | a, € W bi € A} . B est un anneau ; il est

- {Zfinie i
clair qu'il est saturé et qu'il contient A , il suffit donc de vérifier que

v(A) o) v(B) . Nous dirons que (ai bi) est une représentation de a si a=zéibi ’
avec a; € W, bi € A , et nous dirons que cette représentation est d'ordre r
s'il existe r indices i tels que v(ai bi) = infj v(aj bj) .Si a€B, parmi
toutes les représentations de a il en existe une qui est d'ordre minimum, sup-
posons que ce minimum est au moins 2 , alors, pour cette représentation nous pcu-

vens supposer, par exemple,

J— = 3
v(a1 bl) = Via, b2) = inf v(a. b.) s €t v(al) ;;v(az) .

Comme ay at a, sont dans W , v(a ) = v(a ) + k y U k est un entier, et

b2 € pk b & . Il existe donc o € W tel que b2/p b =g mod L, ce qui s'écrit

]
b2 p qbl + b2 avec v(bz) > V(b ) . On a donc

— k 1] ?
a, bl +a, b, = (a1 +p oa, )b + a, by avec v(a2 bz) > v(a2 b2)

On  trouve donc une représentation de a d'ordre r - 1 , ce qui contredit notrs
hypothése.

Pour tout a de B, il existe donc une représentation d'ordre 1 , ce qui im-
plique v(a) = inf v(ai bi) . Comme ai est dans W sa valuation est entidre,

donc, pour tout a de B, il existe b dans A tel que v(a) = v(pk b) c v(A) .
Pour tout k , pk A NnA est un idéal de . Nous dirons que A est profini si,

pour tout k , A/(pk @ N A) a un nombre fini d'éléments.

PROPOSITION 2. - Tout sous-anneau de O , engendré par un nombre fini d'éléments,

est profini,

Supposons A engendré par a cee s B . Alors a; € Cp est limite d'éléments

’
algébriques sur Q il existeldonc bi algébrique sur B@ tel que bi=a§ﬁod ﬁk).
Par suite, A/(pk dnaAa)= B/(pk @ nB), oh B est l'anneau engendré par les b, .
Or B est contenu dans l'anneau des entiers d'une extenslon finie de Qp (celle
qutengerndrent les bi ) et il est bien connu que, modulo p y 11 y a nkp entiers

dans une extension de degré n .

PROPOSITION 2 bis. = Si A .gﬁ B sont profinis, l'anneau engendré par A U B

est profini.
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Si on regarde modulo pk sy A et B sont finis, et A uB peut donc &tre en-
gendré, modulo pk , par un nombre fini d'éléments, on retrouve la démonstration

précédente.,

PROPOSITION 3. - Tout anneau profini est séparable,

Comme A ne posséde qu'un nombre fini d'éléments modulo pk y 11 est clair que
les valuationg des éléments de A , inférieures & k , sont en nombre fini, donc

ces valuations forment bien une suite qui tend vers 1l'infini,

1. Eléments analytiques uniformes.
LY Y Y et e e et atae o

1.1: Nous appellerons "fractions rationnelles" les éléments f de 51(a) qui

sont des fractions rationnelles sur Cp . f , étant alors analytique sur M, n'a
~

pas de pdle dans =N,

L'ensemble BAU (é1éments analytiques uniformes) est la fermeture dans ﬁi(ﬂ) de

1l'ensemble des fractions rationnelles. On dira qu'un élément de EAU est prolongea-
ble dans un ensemble & qui contient M s'il existe une suite fn de fractions

rationnelles telles que :
- les fn n'ont pas de pbles dans § ,
- f(x) est limite uniforme sur $ de fn(x) .

Remarque., — Si x appartient & S - M, la deuxidme condition est & considérer

comme la définition de la valeur de f au point x .

Exemple. - I1 est facile de constater que f est prolongeable dans d si, et

seulement si, f{(n) -0 quand n - o .
Cn pourra considérer des ensembles $ contenant 1'infini, et par suite parler de

la valeur de f & 1'infini.

THEOREME 4.(1ITTAG-LEFFLER). - Un é1ément analytique uniforme se décompose de ma-

niére unigue dans EAU sous la forme

avec :

- v(fa) -3 sur le filtre du complémentaire des parties finies de Fp (nous

noterons dans ce cas =¥ o» ),

- fa pour o # O est prolongeable dans le complémentaire de w(a) + W

et nulle & 1'infini,

- f, est prolongeable dans o .

On trouvera une démonstration de ce résultat, par exemple, dans [11]. On sait 2=

phmcpe'ﬂf)=infvﬁa).
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THEOREME 5 (AMICE). = Un é1ément f de EAU est prolongeable dans le complémen-

taire de 1 + M et nul & 1'infini si, et seulement si, f£(n) est uniformément

continu de N (muni de la topologie p—adique) dans @

Ce résultat est démontré dans [2].

o
~p

il existe une fonction (f , «) uniformément continue de N dans O telle que :

COROLLAIKE 6, = f appartient & EAU si, et seulement si, pour tout o de

- v(({f,a) S si a-re,

- v[f(n) - 2 w(a)-n ¢, a)(n)] 3o 8i nN-S>wo .
aej; -
On remarque que, pour ¢« # O , la fonction w(a)? fa(n> = (f , o)(n) est prolon-
geable dans le complémentaire de 1 + M , c'est-a-dire est uniformément continue de
E} dans d , et telle que v(fd) = v((f ’ a)) puisque v[wle)] =0, la deuxidme

relation vient du fait que la quantité considérée n'est autre que fo(n> .
Réciproquement, d'aprés le théordme 5, on voit que
-n
£, m) = w(@)™ (£ a)(n)

est prolongeable dans le complémentaire de w(w) + M et donc appartient & EAU ;
d'autre part, g = Z& fa converge, d'aprés la premiére relation, dans 5101) ’
donc dans EAU ; enfin, la deuxiéme relation montre que f - g est prolongeable

dans @ clest-a-dire appartient & EAU.

1.2: On appellera fonction presque périodique une application de E; dans @ (ou

plus généralement dans Cp ) qui vérifie la conditior. :
¥ N, 3K(N) tel que v(f(n + K(N)) - f(n)) >N , pour tout n 2.K(N) .

Remarque. - Si f(n) est presque périodique et & valeurs dans Cp y 11 est clair
que f{n) est borné. Se restreindre & des fonctions & valeurs dans d ne limite

donc pas la portée des résultats.

THEOREME 7, - f appartient & EAU si, et seulement si, f(n) est presque pério-
digue.

Suppos9?§) f(n) presque périodique, et considérons la fraction rationnelle
U £{n + K(N)) =°

g(x) = 2= —
iK(N)

, + Egig)—l(f(n) - £(n + k(X)) ™

=ZI§£§)‘1 £(n) ¥ + Z:;l XKng)'l £n + k(w)y )

I1 est alors immédiat de vérifier que v(f - g) >N . En faisant tendre N vers

1'infini, on voit que f est limite de fractions rationnelles (sans pbles dans
T ), donc appartient 3 EAU.

La réciproque découlera d'un lemme.
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LEMME 8, -~ Si f appartient & EAU, pour tout N , il existe h tel que, pour

tout n et tout k > 1 , on ait :

~n-k
v[f(n + kp™y - X o wle) e, d(n)] N
o€r(h)
D'aprés le corollaire 6, il existe un nombre fini de o« tels que v({f,a)) >N,
et donc un nombre h, tel que, si « ¢ thl) ’ v((f ) > N , D'autre part, il

1
existe h, tel que, si n 2.h2 y On ait

2
vty -2 W)™ (e, o)(n)] 2N

o€F
clegt-a=dire ~P
v[f) - 2 wa)™ ¢, o)n)])>N .
oeF(n,)*

Les fonctions (f , ) a considérer sont maintenant en nombre fini, comme elles
sont uniformément continues, il existe h3 tel que, pour tout k et pour tout
o € F(hl)* , on ait '
~ h
(£, aY(n+kp ) = (£, )2 W ;

il suffit alors de remarquer que, si h1 divise h , on a, pour tout o de .E(h1)’

w(a)-ph = UJ((Y) )

et le lemme est démomtré pour h multiple de h1 (de sorte que F(hl) C‘E(h)) y

et supérieur a h2 et h3 .
. h h fosps
I1 suffit alors de prendre K(N) = (p~ - l)p et de vérifier
v[f(n + &K(N)) - £(n + K(N))] >N vour tout n
pour établir que f(n) est presque périodique.

On trouvera une autre démonstration de la condition suffisante dans [11].

Remarques. = Il résulte de la démonstration ci-dessus que 1l'on peut toujours
prendre des "périodes" de la forme ph(ph - 1) , ceci n'est pas étonnant car il est

clair que si h x- « , alors ph(ph -1) x»» ,

D'autre part, on voit que les éléments de EAU sont limites uniformes de fractions
rationnelles n'ayant pour pSles (simples) que des racines de l'unité, ceci n'était

pas évident & priori.

1.3: Prolongement des éléments analytiques uniformes.

PROPOSITION 9. — Si f appartient 4 EAU et si o # 0, on a

o ) n+k

h
(f ’ o!>(n) = - llmh.x—ooozli:;]- w( f(n + kph> .

la limite étant uniforme en n .

D'aprés le lemme 8, pour tout N , si h est "assen grand multiplicativement",

on a
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v[fin + kph> -2 . m(s)'n'k (£, )n)]=v.,
peg(h)

Etant donné ¢« , quitte a multiplier h , nous pouvons toujours supposer que

o € F(h)* « Alors on aura, pour tout @ € E(h)* ’

h 0 =i a#B

-1 (onk
e®) =
;};_1 B ph-l si =8

on en déduit

h h
-1 n+k -1 royn+k N
f(n) = 2 s w(Z £ (n) (mod p)
Tep o™ 2@y = T B e« . B) p
= (Ph - 1)<f ’ ﬂ’)(n) (mOd Y ) ’
et comme nous pouvons toujours supposer que h est supérieur & N , la proposition

est démontrée.

THEOREE 10, - f , appartenant & EAU, est prolongeable dans M u (wle) + M)

pour o # 0 si, et seulement si, pour tout =n,

h
im0 Zﬁ:? W) £(n+ xp™y =0 .

Alors, si a appartient 3 wlae) +M, ona

Y,

211__1 m h
f(a) = lm o Z;LO a vf(m)([m/p ]+ 1),

od [ ] désigne la partie entidre.

Enfin f est prolongeable dans My (% si, et seulement si, f() (n=1,...)

est prolongeable en une epplicatior continue de z = Gal(ip/f:p) dans a .

La premidre partie découle immédiatement de la proposition 9 ; en effet, pour que
f soit prolongeable en Mu(w(e) + M dlaprds le théoréme 4, il faut et il suffit
que (f , o) soit nulle., Dans ce cas on sait que f est limite uniforme sur
Tu(wle) + M) de fractions rationnelles f ~sans pbles dans cet ensemble. Il en
résulte que

£(ax) - £(a) _ 1.0 £ (ax) - £, (a)
l1=-x n 1 - x

est prolongeable sur 1 + M (la convergence uniforme du deuxidme membre sur W
est évidente, et sur 1 + N se vérifie immédiatement en posant y =1 - x ). Nous

considérons alors la fonction g(x) = (f(ax))/1 - x , c'est-a~dire
n
gy =3 _ a" £m) ,
1'unicité de la décomposition dans le théordme de Mittag-Leffler montre que

gl(x) = (£(a) )/1 - x , clest-a-dire gl(n) = f(a) . En particulier, pour n =0,

" on trouve d'aprés la proposition 9 :

h—l h ph 1 k:ph m
£(a) = - lim Zﬁ=1 gkp ) = - dim o 2 " 40, 8 £
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h h
= = 1imhx_40[(ph - 1) Zﬁ:o at f(m) + (ph - 2) ijph_l a® f@m) + «ee
h h
(P 1) m
+1 2P a" f{m) + 0 2F a" £(m)]
n=p™(p"-2) n=p*(pP=1)

les quantités a" f(m) étant bornées et h tendant vers 1'infini, on pcut réecrirc
l'expression ci-dessus en remplagant - (ph - k) par k . Or on sait que, puisque

lm o P = wla) , on a :
im0 T 8P 200 = (¢, o(0) =

On en déduit alors 1l'expression de f(a) indiquée en retranchant & la valeur

déja trouvée cette quantité nulle.

Pour la derniére partie du théoréme, nous supposons que fo = 0 . Ceci revient a
dire que f(n) est, modulo pN , périodique pour n =1, ... (lecas n =0
correspondant & la valeur éventuellement non nulle de f(w) ) Il est connu (VO'“
[16]) que :‘ Gal(F /r est isomorphe aux idéles finis {produit pour les nombres
premiers des Z ) ou, ce qui revient au m@me, est le complété de N (=1, ...)
pour la topologle multiplicative (1’1somorph1sme faisant correopondre a4 1'é1lément
1 le Frobenius « -é-ap ). I1 est maintenant clair qu'une fonction sur N se pro-
longe en une fonction continue de 2‘ dans @ si, et seulement si, elle est pour

tout N , périodique modulo pN .

Remarques. - La condition de prolongeabilité peut s'écrire, en remplacgant w(a)
par a , comme nous l'avons vu en cours de démonstration ; ceci laisse penser que,
par ce procédé, on ne pourra rien savoir de la prolongeabilité de f sur des en-

sembles 8 qui ne sont pas réunion de boules de rayon 1 .,

On a trouvé une formule montrant que, sur les ensembles § , du type ci-dessus,
ou f est prolongeable, f est limite d'une suite de polyn8mes, ceux-ci n'ont au-
cune raison de converger uniformément. D'autre part, la formule donne encore un ré-
sultat si f n'est pas prolongeable dans w(a) + N, il s'agit en fait alors du

prolongement de f ~ fd .

2. Eléments analytiques multiformes.,
L e N A Y o e e e e e e e e e e o e et Y V)

2.1: 531 A est un domaine d'intégrité de corps des fractions K , nous noterons

K(x) l'ensemble des fractions rationnelles sur K et A[x

1r e xr] 1'ensem—
ble des polynlmes & r variables sur A .

Nous dirons qu'un élément f de ﬁl(A) est algébrique s'il existe un polyndme

non nul P de Alx , y] tel que P(x, f) =0 (tout élément algébrique, au sens

usuel, sur K(x) vérifie une équation de ce type).

L'ensemble EAM (éléments analytiques multiformes) est la fermeture dans 5163)

de l'ensemble des éléments algébriques de 51@1) .

Nous appellerons diagonale d'un élément f de 5r(A) 1'élément Af de SI(A)
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défini par

Af(x) = ZN fin, oo 5, 1) .,

~

THEOREME 11 (FURSTENBERG). — Soit A un domaine d'intégrité, et soit P un po~

lyndme de Alx , y] , alors 1'équation

(1) y - xP(x, y) =

a une, et une seule, racine f dans Sl(A) qui vérifie f(0) = 0 , cette racine

est telle que, pour tout n >0 ,

y1 - XYP§(XY » 7)1
1 -xP(xy , y) iy

La premiéere partie de ce théordme est classique et due & Cauchy, on cbtient le

£ = Al

résultat par itération. Posons :

= - £
et montrons par récurrence que fn = fn-l + X &, ° Ceci étant clair pour n =0,
on trouve
_ n - n+1
frel = xP(x , foq * % gn) = xP(x , fn-l) +x g
_ n+1
=itz n+1

les fn convergent donc, au sens de la topologie x-adique, vers un élément f
qui vérifie bien 1'équation (1), Les fn appartenant tous & A[x] , il est clair
que f appartient & 51(A) , et vérifie £(0) =0 . L'unicité de la solution se

montre en remarquant que, si g est une autre solution, on a :
f-g=xP(x, f)-P(x, e =x(f-g) vz, £, g
c'est-a~dire f =g .

La deuxidme partie est due 3 FURSTENBERG [8]. Comme f est racine du polyndme
y-xP(x,y5), ona

y=-xP(x,y)=(@F-1)ax,y),
ou Q appartient a EI(A)[y] « Nous dérivons alors les deux polynSmes par rapport
a y
1+ x(x, 5) =z, y)+ (y-1) Qg,(x,y),

ce qui montre, en particulier, que Q(0 , 0) =1 y c'est-ad-dire que Q est inver-
sible dans SZ(A) , on trouve :
1 - xyP!
oo (xv 5 ¥) M

Ty -t - t) g

D'autre part, puisque f£(0) =0 , f(xy)/y appartient & & (A) , et [1 ~ -Eiﬁzlj
est inversible dans (A) « 31 nous multiplions par cet inverse, il vient
1 - P' -
oy, y) () gy(xs , ¥)

1=-xP(xy , y) = “mel = Yt v
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Comme Q&/Q appartient a 32(A) , dans le développement de Q&/Q(xy , ¥) , on ne

trouvera que des termes "sous la diagonale", ce qui nous donne la formule annoncée.

COROLLAIRE 12. - Si f est la solution dans %,(A) de 1'équation (1), et si

g=R(x, f) oi R est un polyndume de A(x)[y] , alors :

1= xyP&(xy y V)

g = 1 - (7 , ¥) R(Xy’Y)]O

Ce corollaire est évident.

COROLLAIRE 13. - Si K est un corps parfait, tout élément de 51(K) y algébrique,

est diagonal d'une fraction rationnelle a deux variables sur K .

On sait, d'aprds BATEHMAN et DUQUETTE [4] ou [9], que, si K est un corps parfait,
toute extension finie de X(t) , contenue dans K((t-l)) , est engendrée par un
élément © de Pisot, c'est-d~dire par un élément entier sur K[t] , dont tous les
conjugués sont de valuation t—l—adique positive, ce qui peut encore s'exprimer en

disant que 6 est racine d'un polyndme :
% o (£) ™1+ s+ (t) =0
1 n
oi les c, sont des polynfmes tels que deg(cl) > deg(ci) .

En particulier, si g est un élément algébrique de SI(K) ’ K(t)[g(%)] est en-
gendré par un élément de Pisot 6 , f(x) = l/e(l/x) engendre alors K(x ’ g(x))
et vérifie une équation :

deg ¢ deg ¢ deg ¢

z 1 cn(l/x) FHZ) + ees + X 1 c1(1/x) f(x) + x oo
c'est-a-dire, en divisant par le coefficient du terme de degré le plus élevé dans
c1 y une équation du type : f = xP(x , f) . Coome g = R(x , f) y le corollaire 13

est une conséquence du corollaire 12.

Remarque, - Le corollaire 13 ne fonctionne pas si K n'est pas un corps, car
nous avons divisé par un coefficient de c, tout élément algébrique de ﬁl(A)
est diagonale d'une fraction rationnelle de SZ(K) , mais rien n'impose a cette
fraction rationnelle d'avoir ses coefficients dans A . Nous allons, dans le para-

graphe suivant, montrer comment tourner cette difficulté.
Pratiquement, on considére la fonction
g(x) = M2(x) = T ¢y <77,

ou h est le maximum des valuations x-adiques des différences de f avec ses con-
jugués de telle sorte que g est solution d'une équation du type (1), on peut

d'ailleurs démontrer le corollaire 13 par cette méthode.

2.2: 31 A est un domaine d'intégrité, on dira que f est un élément algébrique

régulier, s'il est algébrique et diagonal d'une fraction rationnelle de 32(A) .
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PROPOSITION 14. - Si M est un idéal maximal de A fel que A/M soit un corps

k parfait, alors tout élément T de Sl(k) algébrique se reldve en un élément

algébrique régulier f de sl(A) .

D'aprés le corollaire 13, on sait que :

o rmwE(Ey o, y)
f=A[1-x’?’(xy,ﬂ—R(x‘y’y)]’
o P et R sont des polynbmes de k[x , y] et k(x)[y] respectivement. On

choisit alors un reldvement de k¥ dans A, P et R se reldvent en P et R .

3i nous posons
1 - wei(xy , ¥)

1 - xP(xy , y)

f est un reldvement de f . Le corollaire 12 montre alors que, si g est la ra-

£ = R(zy , ¥)],

cine de 1'équation g - xP(x ’ g) =0 telle que g(O) =0, f= rR(x , &) , C'lest-
a-dire que f est algébrique et, comme f est diagonale d'une fraction ration-

nelle, f est algébrique régulier,

PROPOSITICN 15. = Soient A un sous-anneau séparable saturé de d et & un

sous~A-module de SI(A) qui contient les éléments algébriques réguliers et nous

supposons que, pour tout f de &, il existe a dans A tel que v(a) = v(f) ’

et (f/a) soit algébrique sur E;(x) . Alors les éléments de & sont limites uni-

formes d'éléments algébriques réguliers.

Soit o, la suite qui compose v(A) , supposons qu'il existe fn , €lément algé=-
brique régulier de ﬁl(A) , tel que v(f - fn) =q . f appartient & §, ilen
est de méme de f - £ , et il existe a tel que v(a) = o, et € - fn)/a soit
algébrique sur E; « En appliquant la proposition 14 & W , il existe &, dans
sl(w) algébrique régulier tel que v(f - fn - agn) >, il suffit donc de poser
fn Tag, = fn+1 ’

fn+1 aussi ; d'autre part, il est clair que fn+1 est algébrique régulier, et vé-

rifie v(f - f ) = o, avec r 2n + 1 « La proposition est alors démontrée par

puisque A est saturé, ag, est un élément de SI(A) et donc

n+1
récurrence.,

Exemples de famille & ,

~ Les éléments algébriques de 31(A) .
= Les limites uniformes d'éléments algébriques de 51(A) .

- Les é1léments analytiques multiformes de Krasner sur B(0 , 17) s & coefficients
dans A .

- La famille O(A) du § 3.

Question : Existe-t-il un élément algébrique de 5161) dont les coefficients ne
soient pas dans un annecau séparable ? Dans les autres cas, on voit que les éléments

algébriques sont limites uniformes de fractions rationnelles.
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3, L'algdébre ©(1) .

3.1: Dans la suite, A sera un sous-anneau de { . Une fraction rationnelle sera
un élément de Sr(A) qui peut s'écrire P/(1+Q , ou P et Q sont des polynd-
mes & coefficients dans A avec QO , ... , 0) = 0 . Dans le cas ou A est noe-
thérien et intégralement clos (anneau de valuation par exemple), on peut démontrer
que toute fraction rationnelle de ﬁr(A) peut s'éerire sous la forme indiquée

(lemme de Fatou).

Nous dirons que f appartient a @O(A) s'il existe une fraction rationnelle

dont f soit la diagonale (nous considérons des fractions rationnelles & un nombre

quelconque de variables). Nous appellerons ®(4) 1la fermeture dans 51(A) de
60%(a) .

PROPOSITION 16. - wO(A) est une A-algdbre stable per produit de Hadamard.

3i f appartient a $r(A) et si g appartient a 3S(A) y &VeC T 28 , On a

1

1 - XS+1..'XI'

A[f(x ese 9 Xr) + g(Xl 9 ese XS):‘:Af + Ag

1 ’
Alaf) = apf pour tout a de A,
ce qui montre que QO(A) est un A-module. Il n'est pas difficile de voir
A[f(x1 yl,...,xs_1 ys_l,xs,...,xr) g(xl,...,xs_l,xs yl...ys_1 xs+1...xr)]=Af.Ag
qui montre bien que @O(A) est stable par produit, enfin il est clair que
AE(xy 5 eee sy x) 8y, 4 een s 7)] = 0F * 2

ce qui achdve la démonstration de la proposition,

PROPOSITION 17. - Si f appartient & °(4) , alors la fonction

T£(x) = Z:=o fn+ 1) =&

appartient aussi & @O(A) .

Nous supposons que f est diagonale de g(x1 y ooe Xr) . Soit 84 la fonction

de r variables obtenue en faisant X, = 0 dans g , nous posons @
< coo = - Zr Z - r
G‘(‘{l ? ? xr) g i=1 g:t + i'j gij +eooot ( 1) g(o ’ O geeey O) .

I1 est clair que Gi = 0 pour tout i , c'est-a-dire que G est divisible par
XjeeeX, o On vérifie donc :
6y o o 0 %) 2(a) - £(0)
X, o0eX - x
17" 'r

COROLLAIRE 18. - Les propositions 16 et 17 sont vraies en remplacant @O par ® .

= Tf(x) .

C'est évident par passage & la limite uniforme.

3.2: L'application N ., = r est maintenant un nombre fixé. Si f appartient &




6-12

Sr(A) et si 4 appartient a (g/gé)r y 4= (21 s ove Lr) , on pose

f(f')_z n n

1 r
- niEI,i(mod p) f<n1 ? *e* nr> XI ovo.lxr *

2 4
On voit en particulier que f(z) = xll... rr g(xﬁ g soe o XE) .

PROPOSITION 19. ~ Soit s une bijection de (1 , ... p°) dans (g/gg)r , et
soit [fzj une famille d'éléments de 5;(A) indexée par (g/pg)r , alors

det[fg?§§)~sj))] ,

i et j numérotent les lignes et les colonnes du déterminant et varient de 1

ou
a pr , est une fonction de x? y see xﬁ .

En effet, chaque terme du déterminant s'écrit & 1'aide d'une permutation ¢ des

éléments 1 4 see , pr :
RS ORI R E I}

. eeX ] g(xl,...,xr

(-1 [ g2

ce qui donne le résultat en remarquant que, pour toute permutation,
[ j = Z r j
2[sc(3) ] = 2,Ls(3)]; «

Avec les notations ci-dessus, no?s)no?e§§ns {fz} 1'é1ément de 5r(A) , défini
Py _ 4.re(s(i)=-s(j
par {fz}(xg 9 oo xr) = dev[fs(j) ] °

PROPOSITION 20. = {fz} est indépendant du choix de la bijection s .

=l gt est

Si s' est une autre bijection de (1 g ees g pr) dans (Z/pZ)r s 8
une permutation des nombres (1 y eee pr) . En faisant cette permutation sur 1les
lignes et les colonnes du déterminant, on ne change pas sa valeur, mais on remplace

s par s' dans sa définition.

PROPOSITION 21, - Si k appartient & (2/pz)* , alors (£ = £} .

Si on pose s'(j) =s(j) +k, s' est aussi une bijection de (1 , ... pr)

dans (é/gé)r , et {fz} » écrit avec cette bijection, n'est autre que {fz+k} .

Si f appartient & gr(A) , on pose Nf = {fz} avec f, =f pour tout £ .,

L

PROPOSITION 22, - On a {fz}.Ng = {gfz} , en particulier N(fg) = Nf.Ng .

On vérifie facilement que :
(2) _
(€)™ = e (5/p2)"

det[fg?g§)'s(j))],det[g(s(i)-s(j))] - det{3, f£?§§)-S(j)) g(S(i)-s(k))]

f(k) ggz—k) .

I1 en résulte que

aetl(r, ) glo(H)-2(3))y

ce qui achdve la démonstration.
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PROPOSITION 23, = v[N(f + g) - Nf - Ng] > info<h<r[ph[v(f) +v(g)]+r=-n].

Soit © et O' deux applications de (E/pg)r dans l'ensemble & deux éléments
(f , g) , on dira que O est équivalent & O' g'il existe k tel que, pour tout
4 , on ait o(4 + k) =0'(g) . D'aprés la proposition 21, si O et O' sont équi~-

valents, {0(2)} = {0'(4)} . Un déterminant étant multilinéaire, on a

N(f + g) = Zo(0(0)} = Zl¥ {0(2)1

obn O représente la classe d'équivalence de O et |B| 1le nombre d'éléments de
cette classe. Calculons || ; l'application de (Z/Ré)r dans ©® , définie par

k - 9(. + k) , estun homomorphisme, le nombre d'éléments de I¥| est donc égal au
nombre d'éléments du groupe (Z/pg)r/H , ou H est défini par " k appartient a

H si, et seulement si, pour tout £ , O(k + £) = O(£) ". Nous mettons alors de
c8té les deux classes constantes, qui ne contiemnent qu'un seul élément, et dont la
contribution sera Nf et Ng . Pour tout autre classe, © prend au moins card(H)
fois la valeur f et card(H) fois la valeur g , comme il est par ailleurs

clair que l'on a v({fz}) >2 v(fz) , on trouve :
v [®1{0(2)1] > card(d) v(£) + card(H) v(g) + v(p"/card(H))

comme H est un sous=groupe d'un groupe a pr élément, H a ph é1éments (avec,
dans le cas des classes non constantes, h < r ), la contribution de la classe de
© aura donc une valuation supérieure ou égale a ph v(f) + v(g) +r=-h, ce qui

donne le résultat cherché,

COROLLAIRE 24. - Si f, est une famille finie d'éléments de 5r(A) , on a

v[N(Zi fi) - Zi N(fi)] >1 .
Les v(fi) étant positifs, on applique la proposition 23 avec h=r -1 .

3.3: L'application U ., = Nous définissons trois opérateurs de $r(A) par

Ff(x1 9 eoe Xr) = f(xll) g ees xz) ’
Uf(nl 9 eoe nr> =f<n1 P 9y eee nr p> ’

Vf(n1 »oees pn) = (f¢n cee nr))p .

1 ?

Les propriétés suivantes sont faciles & vérifier, I désignant 1l'identité,

F(f +g) =Ff + Fg ; U(f+g) =Uf + Ug; F(fg) = Ff.Fg ,

?

v(FE) = v(£) ;3 v(Ur) >v(£) ; v(Fve - £P) > 1,
UF=13; VF=FV; VU=UVj; FA=AF; UA =AU,

dans ces derniers cas, les deux opérateurs F (resp. U) correspondent d'une part
a Sr et d'autre part a 51

valent 1 sauf 1'un d'entre eux qui vaut f .

. Enfin, on trouve que Uf = {fz} , O tous les fz

PROPOSITION 25, - v(FNf - £P7) > 1 .
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I1 est clair en effet que f = 2 f d'aprds le corollaire 24, on a

2t ?
v[ne - I, w151 .
(&) _ o o(0)

Lk ? T
termes non nuls sont sur la diagonale et qui vaut donc (f 2))“ . Comme nous som=—

Or, comme FN(f(z)) est un déterminant dont les seuls

mes dans un sous-anneau de @ , nous avons
) r r
(e Lz P 5,
et on obtient la proposition en utilisant la linéarité de F .

g étant un élément de ﬁr(A) tel que g(0, «ee , 0) =1 , nous définissons

1topérateur Tg par la relation ¢
- f
7,(£) = U e U@ ] = UL , & 5 eee 5 6)]

la deuxitéme égalité provenant de la proposition 22.

k
PROPOSITION 26, = v[UT [f/gpk~] - O/ (FP)z1+x,

a4 été vu que 1l'on a
r

r. r -
v{F N (g) - & 121
ce qui montre, & 1'aide de la proposition 25,

v[N(g) - F v (g) ]2 1

z

I1 résulte de ce qui a déj

Comne P et N commutent avec le produit, il vient
k k
v[ne)? - F V(P Iz 1+%

. N pk . . 1 z Yo 1
en multipliant alors par U(f/g ) , et en appliquanc 1l'opérateur U y On trouve

le résultat annoncé.

PROPOSITION 27. - Si Q est polyn8me a coefficients dans A , tel que

A0 y eee , 0) =1,

alors TQ est un opérateur sur les polyn8mes, de plus, si degi P désigne le

degré de P par rapport & la variable X, yOn 8
degi P - degi Q
degi(TQ(P)) < sup[deg, (Q) , deg; Q+ - J.
P

Si P et Q sont des polyndmes, d'aprés la définition de { } , il est clair

que {P, Q4 oee » Q} est encore un polyndme et qu'il en est donc de méme pour
TQ(P) = Ur-l{P » Q5 <o« 5 Q} + Calculons le degré de ces polyndmes

deg{P 4 Q, +er » QF < [deg; P+ (p” = 1) deg, Q1%

il suffit alors de remarquer que l'opérateur U divise le degré des polyndmes par

p pour trouver la proposition.
Nous allons supposer maintenant que A est profini.

LEMME 28, - Si A est un anneau profini, il existe m tel gue, pour tout a de
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hm m
L , on ait, pour h>1, v(a? -a?)>1.

'l

il
A étant profini, AM N A est un corps fini, qui posséde donc p 0 éléments,
il en résulte que v(ap -a) >0 , mals comme A est aussi séparable
My
v(aP  -a) 2e, >0,
Mo+, o
il existe donc m tel que v(a? - aP ") 31, il suffit donc de prendre

o = sup(mO , ml) .

PROPOSITION 29. = m et Q étant donnés comme ci-dessus, pour tout h et tout

polyn8me P , il existe un polyndme Rh tel que
k k
(VU™ (/) - R/ (VT QP T2 1 4k
-k k mh  k
2degi(Rh) < suplp deg; Q, (degy P - p” deg; Q)/p" +p deg, Q] .

Le polynfme Q étant a coefficient dans A , le lemme 28 montre que @

W™ g - 70 Q) >1

k k
c'est-a-dive v[ (7' Q)¥ - (V" Q¥ 721+ X%, Sinous posons Ta k=r§:g T Kk’
la proposition 26 donne " (vF4q)P
k k
U E/F) - (g (NPT QP 1314k,

ce qui nous donne enfin

oL (/") - (r71 Ty (B))/ (7 Q)Pk] >1+k.
k7

v

Il suffit donc de prendre Rh = Th—1 T (P) y la proposition 27 donne alors
v g Wk

k k
deg; Ry € sup[ p deg; Q , (degi Rh-l - p deg; Q/p™ + pk deg; QJ

ce qui conduit au résultat (ona pris R, =P ).

COROLLAIRE 30. - Si f est une fraction rationnelle de ssr(a) , alors la suite

h . 4 .
U" f converge uniformément si h x— o

I1 résulte en effet de la proposition 29 que si h est un multiple de rm ,
Uh f est de la forme (polyndme de degré borné / polyndme fixé) modulo p1+k . Or
f étant une fraction rationnelle a ses coefficients dans un anneau profini, auquel
appartiennent les coefficients de Rh » 11 s'en suit que Rh ne peut prendre qu'un
nombre fini de valeurs, il existe donc hO et h1 tels que Rho = Rh1 y Comme Rh
gse déduit de Rh-l par un opérateur indépendant de h , pour h multiple de

mr(ho - hl)hl » R est constant (modulo p1+k) » ce qui démontre le corollaire.

COROLLAIRE 31, - Si f appartient & ©(1) , alors :

Uf = limhxﬂm Uh f

existe et appartient a3 @(4) .
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C'est une conséquence immédiate du corollaire précédent.

THEOREME 32. -~ Un élément f de Sl(ﬂ) appartient & ®(&) si, et seulement si,

h

pour h entier et 0 & n < p' , les éléments

fn,h(x) = ZZ:O fn+ mph) <"

sont, pour tout k , en nombre fini modulo pk .

La condition étant visiblement stable par passage & la limite uniforme, nous fai-
sons la démonstration pour f fraction rationnelle. Comme dans le corollaire 30,
tout se passera dans l'anneau profini engendré par les coefficients de f . On re-
marque alors que fn,h(x) =-% Uh[xp “B £(x)], c'est-a-dire que, si f est diago~

nale de P/Q y ON a :
h_n k=1 k
X,y = A[Uh[(xl...xr)p (rQ®  )/QP 17.

o+ i , d'aprés la proposition 29, x(fn h) de la forme
y

Ry /(v®F Qi)p , Ou on a posé, pour O < i < mr
0

On a donc, pour h = nrh

i
u™(p/Q) = P,/q -
I1 est facile de voir que le degré des Rh est borné par une constante dépen-
0

dant de k , P et Q , puisque les i gsont en nombre fini ; comme dans le corol-

laire 30, cela montre bien que les Rh sont en nombre fini,
0
Pour la réciproque, nous démontrons tout d'abord un lemme,

LEMIE 33 = Soient A un anneau fini, & élément unité tel que p ait une puis-

sance nulle, et f appartenant a Si(A) s, tel que les f soient en nombre fini,

n,h
alors il existe N + 1 polyndmes & coefficients dans A , avec P0 #0 , tels que

- v FN(f) =0,

Py £+ P, VF(f) + voo + P

Puisque les fn n sont en nombre fini, il en est de méme des Vk(fn h) s, car,
- 1
pour k assez grand, ceux-ci sont nuls. On prend pour N deux fois ce nombre,

étant donné N + 1 polyndmes de A{x] de degré inférieur a pN , nous posons :
N
g = x[Po £+ ao0+ Py Al EN(f)] pour 0 < n g pJ -1,

et N -
on vérifie que Ul(xn g) est une A-combinaison linéaire des Vk(xfn et des

2
Vk(x fn,h

n, UN x®g ne peut prendre que KN valeurs. I1 en résulte que g ne peut

",
’
) « Si K est le nombre d'éléments de A » on voit donc que, pour chaque

prendre que (KN)p:d valeurs, Or il y a KPN fagon de choisir un des polyndmes (de
degré strictement inférieur & N ), cl'est-a-dire (KPN)N+1 fagon d'écrire g , il
en résulte qu'il existe deux g différents qui sont égaux. Si, par différence, on
trouvait une combinaison avec PO = 0 il suffirait d'appliquer V"1 U au résultat

pour se trouver dans le cas annoncé.

Si un élément f de 3161) vérifie la condition du théordme, en regardant le

terme constant des fn ot on voit que ses coefficients sont dans un anneau profini,
H
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lui-nfme contenu dans un ammeau A séparable et saturé (propositions 1 et 3). Nous
allons démontrer que les é€léments de SI(A) , qui vérifient cette condition et dont
les coefficients sont dans un sous-anneau profini, forment une famille & de la
proposition 15. Il est clair qu'ils forment un A-module (voir proposition 2 bis).
D'aprés la partie directe du théordme, les éléments algébriques réguliers, en tant
qu'éléments de Q(A) , appartiennent & cette famille., Enfin si a appartient & A
et est tel que v(f) = v(a) , alors f/a vérifie encore la condition et ses coef-
ficients sont dans l'anneau profini engendré par a et les coefficients de f . En
regardant cet élément modulo M, on se trouve dans le cas du lemme 33, or, modulo
M, VF n'est autre que la puissance p-idme, il en résulte gue Tf/2) est racine
dtun polyndme non nul, c'est-a-dire est algébrique. La famille envisagée est donc
formée de limite uniforme d'éléments algébriques réguliers c'est-a-dire d'éléments
de 0(a) .

COROLLAIRE 34, - Un élément f appartient &3 ©(%) si, et seulement si, il est

limite d'éléments algébriques dont les coefficients sont dans un anneau séparable.

La partie directe découle de la proposition 15 et de l'exemple qui suit. La réci-

proque a $té démontrée dans le théoreme 32.

4, Applications.

Nous n'énoncerons que deux résultats, dont les démonstrations trés techniques

s'appuient sur les corollaires 30 et 31.

PROPOSITION 35. - Avec les notations de BARSKY [3], si f appartient & 0(@) ,

alors la mesure associde est & densité faible sur les entiers négatifs.

Si f est diagonale de g(x , y) , on peut donner le résultat :

(o) = Walr i W T 6t )T

1 =X =3y 1 - xtz

PROPOSITION 36 (de prolongement). — Si f appartient & O(Q) ,
h h
. p -1 h
lim, Zk=1 akp fin+ kp)

existe pour tout a de d et tout n entier,

2h_
vim, 27 & e@[w/p"] + 1]

existe pour tout a , et, sur chaque boule (w(x) + ) est une fonction analytique

dont la série de Taylor appartient & 0(Q) .

Par analogie avec le théordme 10, on pourrait parler de prolongement des éléments

de @(%) , mais je ne sais démontrer aucune propriété de ce prolongement.

Signalons que si A est un p-anneau strict (SERRE [12]) on peut donner des for-

mules explicites pour résoudre les équations algébriques dans 51(A) .
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On trouvera un résultat plus précis que le théoréme 32, mais avec des hypothéses

plus strictes, dans (7]
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