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Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU 4-01

(Théorie des nombres)
15e année, 1973/74, n° 4, 6 p. 12 novembre 1973

MESURES p-ADIQUES A DENSITE

par Daniel BARSKY

On étudie un sous-espace du dual des fonctions continues de I dans Sp .

~p
Définitions. — Z_ est l'anneau des entiers p-adiques, g? est son corps de
fractions, l.l est la valeur absolue sur Ep normalisé par |p! = p'-1 , et v(.)

est la valuation associde a valeur dans Z .

C = C(EP ’ Bp) est 1'espace des fonctions continues sur Ep a valeurs dans Ep ’
muni de la norme de la convergence uniforme sur EP ; si feC ’
] = sup_, l£(x)] .

~p
@' est le dual topologique de C , muni de sa norme habituelle ; si p € C',

ol = supg DL

Les é1éments de C' sont les mesures p-adiques sur Zp .

¢x n est la fonction caractéristique de la boule B(X ’ h) de centre x et de
’ -
rayon P h .
Une suite trés bien répartie bien ordonnée U = {u(i)}ﬁﬂida Zp est une suite
d'é1éments de Ep telle que v(u(i) - u(j)) = v(i - j) pour tout couple
(i,j)EEXN,

~

®, est la fonction caractéristique de la boule (B(un ’ t(n) + 1) (z(n)={%%§—%]).

Vo h est 1la fonction caractéristique de la boule (B(un , h) .
?

Si M est un sous-ensemble fermé de Qp ’ (M ’ Ep) est 1l'espace des fonctions
continues de M dans mini de la norme de la convergence uniforme sur M ;

er(m, gp) est le dual de C(M , 9?) .

Si feC et si U est une suite trds bien répartie bien ordonnée de Zp , On 2

une représentation unique de f sous la forme

£(x) = 250 2, 9,(x)
avec
1imnd+m a, = 0, et supn?olan‘ = If‘ ;
&, s'exprime par la formule
a = f(u.) - f(u
n n nen )pz(n)) ’

. (n
O m=my+n P ees + Dy pz(n) ([3D).
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1. Mesures p-adiques & densité.

DEFINITION. - Une mesure p-adique p est une mesure a densité si, pour tout

point x de Z , il existe un élément du(x) de Q, tel que

1ﬁzmh%w(plcpx’h) = du(x) .

On notera D' 1l'espace des mesures p-adiques & densité sur '%p H du est la

densité associée & p

Scri 3 i lieu de mesure p-adique, Si 1i
On écrira désormais mesure au lieu de mesure p-adique. Si i (Pa"Px'h)
existe seulement sur un sous-ensemble M de Z:0 y on dira que p est & densité
sur M.
Exemple : La mesure de Dirac §_ , au point x € 7, définie, si f € C, par

(s,12) = £(x) . ‘ )

U= {u(i)}ieN

est une suite trés bien répartie bien ordonnée de Zp y fixée une
fois pour toute. Rappelons [ 3] que la meilleure suite extraite de U , convergeant

vers Xx € Ep , est définie par
h — u(h(x)) avec 0 g h(x) < ph et Ju(n(x)) - x| < p_h .
On la notera, dans la suite, (u(h()v:)))h>O ou h == u(h(x)) o

On définit 1'élément cp: de C' par (‘P;“Pn) =8 (symbole de Kronecker),

m,n
On sait [6] que p € C!' admet une représentation unique po= 2 bn cp: , la
série du second membre convergeant simplement vers . avec supn>oibn| = |jull . On

!
a bn = (p.;tpn) .

PROPOSITION 1. - Une condi: .on nécessaire et suffisante pour que, p € C' ,

_ *
b =250 By O

soit & densité au point x € Z‘p est que la limite suivante existe :

. p-1
llmh-w-co(bh(x) - th>qk>h(x) Zi=1 b k) = du(x) .

h(x)+iq
En effet, on a vu [3] que :

P=-1
(uloy ) = (uwh(x),h) °% Vn(x),n = n(x) ~ th>qk>h(x) i=1 cph(x)+iq_k

- Qs ' . = L
COROLLAIRE. - Si e D', alors, si p ano b ooy

1i (v +b + e + b ) =0
“hewteo kip?  kopt et (p=1)p>
pour tout entier k >0 .

En effet,

1,
d (u) =1i (b, - 2 P ) .
o Uk Phste Ok Dol 390 it

PROPOSITION 2. - Si € D' , alors du est limite simple sur Z'P d'une suite

de fonctions continues sur Zp .
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En effet, n
-1
dp,(x) = limh—ﬂ-m Zﬁ:O (U*l‘l’n,h) \vn,h(x) '
car

h
prgl (p‘l“’n,h> “’n,h(x) - (ul‘vh(x),h) - (ultpx’h) *

PROPOSITION 3. — Soit U une suite trés bien répartie bien ordonnée de 7. et

~

soit u = bn w; une megure & densité sur Zp . La fonction ® de U dans K,

W
définie par u(n) -3 (u(n)) = bn , peut se prolonger a Zp en une limite simple
u ~)

de fonctions continues, en posant

] (x)
"

h,

-1

limhd*m Z£=O bn Wn,h(x)

- 16 (u(n)) 4. ()
llmh—r}-oo n=0 " un ‘”n,h X) .

Si x ¢U,ona Qu(x) = du(x) .

h
p -1 . .
Z£=O bn Wn,h(x) = bh(x) y 11 suffit de montrer que pour tout x € Zp ’

limh»+w bh(x) existe.

Si x€ U, c'est évident, car la suite h —e'uth(x)) est stationnaire dans ce

Comme

cas. Si x ¢ U, la suite h -3y u(h(z)) n'est pas stationnaire., Donc, pour tout
entier H , il existe h > H tel que uh(x) # u(h+1)(x) . Par conséquent,
QE < (h+1)(x) < qh+1 . Donc :

Wlog yar) = @) ), ner? = Wl () = D) (x) *

Comme ces égalités sont vérifiédes pour une infinité de valeurs de h , on a bien
p-1 .
2 k) = 1lmh~+m bh(x) - dp(x) *

limh-»m(bh(x)‘ Poon(x) 3 n(x) i

i=1 b
PROPOSITION 4. - Soit . une mesure & densité sur Z ., La densité d , asso-

cide & . , est nulle en tous points ou elle est continue. L'ensemble des points,

ou d“ n'est pas nulle, est contenu dans un ensemble maigre.

On sait [2] que 1'ensemble des points de discontinuité de du est un sous-
ensemble maigre de Ep . Montrons que, une suite trés bien répartie bien ordonnée
U de EP étant choisie, la fonction Qu de la proposition 3 est nulle en tous
points ou elle est continue, Si 1'on montre ceci, alors, d'aprés la proposition 3,
d est nulle sur le complémentaire d'un ensemble maigre car U est maigre, ®
est limite simple de fonctions continues, et @u(x) = dp(x) si x ¢ U . Donc d
est nulle sur un sous—ensemble partout dense de Ep (car le complémentaire d'un
ensemble maigre de Ep est partout dense) et, par conséquent, du est nulle en

tous points ou elle est continue,

I1 reste & montrer que ® est nulle en tous points de continuité. Soit wu(k)€TU

un point de continuité de @u « On a

lim @u(u ) =®u(uk) ,

k+ip
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autrement dit,

1i b =b, .
Ppstoo wiph K
Le corollaire de la proposition 1 montre que
-1
1i 2. . b =0
Pt “i=1 eriph
donc

. 1 _ _
LENTD = bk+iph =(-1p, =0
Soit maintenant x ¢ U un point de continuité de @u « Soit T un réel >0

tel que
-yl <=0, -0 ) <e .

Choisissons u(k) € U tel que Ix - u(k)l <g, et h de telle sorte que
lu(ic + ip?) = u(x)| < N et

127ty |
1=1 k+iph

Ces choix entratnent que lzi;i @u(u(k + iph))| <g ,done |(p=-1) @u(x)l <e¢

<eg (ph > k) (Corollaire de la prop. 1).

et, par conséquent, @p(x) =0 .

On a aussi la proposition trés simple suivante.

Z
PROPOSITION 5, = L'application 4 de D' dans E%p y définie par -gﬁ.du est

injective,

Pour la démonstration, voir [4].

Nous allons énoncer le théoréme qui précise la propusition 4, et donne: une indi-

cation sur sa démonstration (vour 1la démonstration, voir [4]),

THEOREME le =38i u €D', sa densité du n'est pas nulle, au plus sur un ensem—

ble dénombrable.

Indication sur la démonstration. — On montre que la proposition 4 reste vraie si

p est une mesure sur un sous-cnsemble parfait M de Z_ & densité sur M . Puis

~
by

on montre que si y € D' , on peut associer & p une mesure E' sur C(M , gp) a
densité sur M telle que da soit la restriction de du @ M. Enfin, si y € D',
d est une limite simple de fonctions continues sur EP y on range les disconti-
nuités de du dans des sous-ensembles fermés Pi(a) »ou i€N, o appartient
aux ordinaux dénombrables et o < B(i) s Ou B(i) est un ordinal dénombrable (cf.
[2]). On sait [2] que Pi(u) est la réunion d'un ensemble parfait P?(a) et d'un
ensemble dénombrable Pi(a) - Pi(a) . On montre alors, en utilisant ce qui précéde,

que du n'est pas nulle uniquement sur un sous-ensemble de
U, (P, y - B
ieN q?<s(1)(P1(a) Pl(a))

qui est dénombrable.

Ce théoréme montre qu'i toute mesure p € D' on peut associer une suite de



4-~05

couples, indexée sur les entiers ; (ai ’ ki) €7 xQ avec supiglllﬂ<4wn , et
telle que d (ai) = ki , d (x) =0 si x ¢ {ai}ieN . On donnera, sans démonstra-
p’ ~, . 7 S
tion, le théoréme qui caractérise les suites (ai ’ Xi)ieN associées aux mesures a
~

densité .

THEOREME 2. - Soit (ai ’ ki)iqg une suite bornée de couples de Z@ x Sp . Pour

qu'il existe une mesure p € D' telle que

du(ai) =)\ et du(x) =0 si x¢ {di}i§E ,

il faut et il suffit que les conditions (i) EE (ii) soient satisfaites

(i) Il existe une_permutation o des entiers et une suite croissante d'entiers

positifs N = (N(i))ieI tels que, pour tout x € Ep et tout entier h >0, la

suite
z—>D(x,z,h)=Zihi (avec 1 < p(i) g N(2) et o,iecs(x,h)
converge .

S'il en est ainsi, il existe une mesure p € C' telle que

(wloy ) = 1im _ D(x, 2 , 1) .

(ii) Pour toute suite trés bien répartie bien ordonnée U de Z_, la fonction

~p

dy + uln) - (uhpn) =b_(U)

peut se prolonger en une fonctionde 7 & valeur dans E% , en posant

e S

dy(x) = dim_ v (0)

et on doit avoir

si, x4 et x¢ {og iy dU(x) =0

si, x ¢ U et x= @ dU(x) = li .

Pour la démonstration, voir {4].

Les mesures & densité sur 2Z sont lides aux éléments analytiques au sens de
KRASNER sur la boule ouverte de rayon 1 de Ep (complété de la cl8ture algébriqu:
de 9, ) [5].

Les mesures & densité sur u(Z) , ou u est une isométrie de EP , sont liées
aux éléments analytiques multiformes au sens de KRASNER sur la boule ouverte de

rayon 1 de g? » si u(Z) possdde certaines propriétés (voir [5]).
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