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SUR LA RéGULARITﬁ DES FONCTIONS ADDITIVES

par Jean-Loup MAUCLAIRE

Notations.
A={f: N —>C f(mn) = £(m) + £(n) si (m,n) =1} .

B={fea; VpelN, acN, £(p% =of(p)} .

]

C={feB; 3ceg, f(n) = ¢ log n} .

—~

Si f€ A, ondit qu'un ensemble P de nombres premiers est le support de T
si f(p%¥) =0 pour tout « € N quand p P, et £(p%) # 0 pour eu moins un «
quand p€ P, Si P est constitué d'un nombre fini d'é1éments, on dit que f est
4 support fini. On notera D 1l'ensemble des f € A, 3 support fini, et E 1l'en—

semble des f € A , bornées.

1. On doit & P. ERDOS les résultats suivants [3]:
(1) si fehr,si fln+1)>f(m), fecC.
(2) si fear,si f(n+1)-f(n)=0(1), fecC.

Divers suteurs ont donné d'autres démonstrations de ces deux résultats [1], [2],
[17], [18]y [20], [22], et 1'on a pu démontrer que
(3) si fe A, si
lim inf(f(n + 1) = £(n)) >0,
n-+co
alors fe€C ., (Voir [10], [6].)

Dans [4], P. ERDUS faisait les deux conjectures suivantes :

(4) si feAd,si £f(n+ 1) -f(n) =0(1) , alors f(n) =g(n) + h(a) , g€ C,
heE.
(5) S5i fea,si
. 1
lin = Z;sxlf(n +1) - f(n)] =0,
alors fecC.,
Ces deux résultats ont été établis [11], [7], [24], et on a méme montré que :
(6) si fea, si
. 1
lim inf — zggxlf(n +1) - £(n)] =0,

X0
alors £ € C . (Voir [25], [19].)
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2. Dans [8], I. KATAI montrait que

(7) si feB,si f(ecn+ 1) =f(n) > s(n—>+) , feC. (Voir aussi
[21].) La condition f e B n'est pas essentielle [12], et se remplace par f € A .

On peut montrer que :

(8) si fea,si flan+b) -£(n) >4, f£(n) =gn) +h(n) ,0h gecC,
heD.

(9) si feA, si flan +b) - £(n) =0(1) , £(n) = gln) + h(n) + k(n) , od
geC, heD, ke E,

(11 suffit de remarquer que si fe A, et qeN, q fixé, f(qn) - f(q) €4 .

On utilise alors les résultats de [15].) On a aussi :

(10) si fe A, si lo = nsxIf(an +b)=-f(n)-2l=0, (a,b,2

fixés), f(n) =h(n) +k(n) , he B, ke D, et 4 =f(a) . (Voir [15].)
On peut se poser alors le probléme suivant :

(P) Est-il vrai que, si fe€ B, si, pour un a € E# (a > 1) setun g =41
(¢ fixé), on ait

1imx*+w = n<x|f(an +¢) - £(an)| =

alors f € C ? Je pense que oui, mais ne sais pas le démontrer,

3. Dans [8] et [9], I. KATAI fait diverses conjectures. En particulier : "Que peut-
on dire de fonctions f€ A, g€ A, telles que f(an + b) = g(n) -— g "

Des réponses partielles ont été données [13], [14], et depuis, on a pu montrer

que 3

(11) si f et g€ A, si flan+ Db) - gln) ~—> £ , alors f = £+ 5,

(12) si fe A, ge A et f(an+ b) - g(n) =0(1) , alors f = £+ f, 48y,

g =g +8,+83, 00U f1 » 8 € C, f2 » 8, € D, f3 ’ 83 €EE , et f1 g -

o,alOrS f=f +°¢f ’

(13) st 1m 23 _|f(an + b) - &(n) - 4l + 1,

X—+o X n<x
g =g + &, avec f1 ' & € B,

Ui

£ 8
De m&me que (2) permet de donner une caractérisation des séries L [23], 1es

méthodes utilisées pour démontrer (12) ménent au résultat suivant (voir [16) :

+co
(14) st e(e) = TL(1/(1 = (a(o) x(2)/5%) = Ty EWAE) pour 3o o >0, avee
g(p) >0 ,et x un caractére modulo ¢ , s'il existe f multiplicative et

k, »k,€R tels que : 0<k < |(£(an + b))/g(n)| < kK, s (a et b fixés),
alors :

a(s) = Lx(s +a) s ¥€R.
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4, Si 1'on pouvait prouver que la réponse & (P) est positive, cela permettrait de

remplacer " f
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» g €B" dans (13) par " f_ , g, e€C ",
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