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EQUIREPARTITION DANS LES ADELES

par Marthe GRANDET-ITUGOT

1. Introduction.

L'équirépartition dans les groupes compacts, introduite par ECKMANN [6], est
maintenant assez bien connue, nous rappellerons simplement la définition et le

critére de Weyl :

Soient G un groupe abélien compact, et . sa mesure de Haar ; soit {xn}

neN
une suite d'éléments de G , on dit qu'elle est équirépartie dans G , si -

lian_“%I- Ay , M) = u(m) ,

pour tout sous-ensemble fermé M de G dont la frontidre est de mesure nulle,

AN » M) étant le nombre de termes de la suite, parmi les N premiers, qui ap~

partiennent 3 M .,

Pour que la suite {xn}neN goit équirépartie dans G , et il faut et il suffit

que, pour tout caractére continu non trivial x de G, on ait s

lim, +3°_(x ,x) =0.

N "n=1

A partir de ce résultat, nous allons rappeler la définition et les principales
propriétés de 1'équirépartition dans un groupe localement compact, telle qu'elle a
été étudide par RUBEL ([8], [1]).

Soit G un groupe abélien localement compact et non compact, nous désignerons
par G* son dual. Soit H wn sous-groupe fermé de G , nous dirons que H est un

sous-groupe d'indice compact si le groupe quotient G/H est compact, et nous dési=-

gnerons par U l'application canonique de G sur G/H « Un caractére non trivial
x de G sera dit périodique, de période H , s'il est constant sur les orbites de
H.

Par définition, nous dirons qu'une suite {xn}nEN d'éléments de G est équiré-

partie modulo H si la suite {mH(xn)}nEN est équirépartie dans le groupe compact
G/H . -

On en déduit alors le critdre de Weyl :

Pour qu'une suite {xn}neN d'éléments de G soit équirépartie modulo H , il

faut et il suffit que, pour tout caractdre non trivial, périodique, de période H,¥ .

on ait

1imN-m'bszg=1(xn »X) =0
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Si G=R et H =2, on retrouve le critdére de Weyl classique de 1'équiréparti-

tion modulo 1 dans 3 .

Nous dirons qu'une suite {xn}neN d'éléments de G est équirépartie dans G ,

gi elle est équirépartie modulo H , pour tout sous-groupe H d'indice compact.

Si ¢ =R, on retrouve 1'équirdpartition telle qu'elle a été définie par CIGLER
L4
Si G =12, cette définition est en accord avec celle qui avait été donnée par

NIVEN [7] et UCHIYAMA [10].

Le critére de Weyl s'énonce alors de la maniére suivante :

La suite {xn}n N d'éléments de G est équirépartie dans G si, et seulement

si, pour tout caractire périodique non trivial x , on a @

limN_.m-I%ZN (x ,x)=0.

n=l""n

Un corps local n'admet pas de sous—groupe d'indice compact, donc cette notion
d'équirépartition n'a pas de sens dans un tel corps. Par contre, nous allons pou-
voir 1'étudier dans 1l'anneau des addles d'un corps de nombres algébriques. Dans cet
exposé, nous nous bornerons & étudier l'équirépartition dans 1'anneau des addles de
Q . La plupart des résultats s'étendent facilement au cas de l'anneau des addles

d'un corps de nombres algébriques.

2. équirépartition dans

A .
~Q

Q désignant le corps des rationnels, p un nombre premier, nous désignerons par
-gp le complété de Q pour la valeur absolue p-adique, notée I.IP et normalisée

par !plp =-%-, la valeur absolue archimédienne étant notée |.|m .

Nous désignerons par A = A. l'anneau des adéles de Qi3 si a= (ap) € A , nous

~ ~Q
poserons lalp = Iaplp et |[o] = sup, |dlp .

A contient un sous-groupe discret d'indice compact isomorphe a Q (que nous no-

terons Q ) et tout « € A peut se mettre de manidre unique sous la forme :
o =B(o) + e(a) e E(e) €Q et ela) € Fy o

Fa , étant le domaine fondamental :

F, = (a, a+ 1( x T£¢m.gp

nous prendrons en général, a =-% et poserons F =T, .
2

On sait également que A est isomorphe & son dual. Plus précisément, si

o = (ap) € A , on pose

A ()
KP(Q) Cl’p (mod '~Z-—P) ’ )‘-p(&‘) € _9_ s POUr p # o ,

}\(01) = Zp )\p(Q’) ’

1]

- aw (mOd 1) ’

it
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alors l'application x =< exp 2ni A(x) définit un isomorphisme de A sur son dual,

tout caractére continu pouvant s'écrire :
(x ’ o) = exp 2mir(ox) .

Alors Q est isomorphe a son orthogonal, et il est facile de voir que les carac-

tdres périodiques de A sont associés aux éléments o € A tels que o #0 (On

remarque que les caractdres périodiques ne forment pas un groupe) [9].

(A) Bquirépartition modulo Q dans A

Q étant isomorphe & son orthogonal, on obtient immédiatement les résultats sui-

~

vants.

CRITERE DE WEYL. - Une suite {xn}neN d'éléments de A est équirépartie modulo

Q , si et seulement si, pour tout a éig :

limNaw'% §§=1(a ’ X‘n) =0.

COROLLAIRE 1. - Si {xn}n oy &st une suite d'éléments de A , équirépartie

modulc Q , alors la suite {;»(xn)} est équirépartie modulo 1 dans R .

Si ¢ € A, alors :
@ =E(a) + ela) ,
M) = M(ela)) = 5 A (e ()
or si p#wo,
xp(gp(a)) =0 (mod 1)
donc
Ma) = Nm(em(a)) = - em(a) (mod 1)
Si, meintenant, h € 2*¥ , on a :
ho = E(ha) + e(ha) = hE(a) + he(a)
done
eﬂw)-hda)eﬁ
et finalement
Mha) = - he_(o) (mod 1) .
Le reste du corollaire se déduit du critére de Weyl classique.

COROLLAIRE 2. - Pour que la suite {na}neN y O o € A, soit équirépartie
modulo Q , dans A, il faut et il suffit que o«  soit irratiomnel.

D'aprds le corollaire précédent, la condition est nécessaire, pour montrer qu'ells

est suffisante, nous supposons que o est irrationnel, alors :

(e , 8) = (o, a)n pour tout a € A,
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alors on voit facilement que (0 5 a) # 1 pour tout a e‘g , d'ol le résultat en

utilisant le critére de Weyl.

Nous allons maintenant énoncer le "théordme de Koksma" dont la démonstration
s'inspire en partie de celle de Frangoise BERTRANDIAS [2] et de la démonstration du

théordme de Koksma classique.

THﬁOREME DE KOKSMA. = Soit D un compact de A , produit cartésien de disques

circonférenciés Dp qui sont presque tous les anneaux de valuation -gp .

Soit {fn} une suite d'applications de A dens lui-méme ayant les propriétés

suivantes ¢

Chag f étant une application continue de ou R si = o ) dans
aque a,p PP _9_.9(___‘\___13 )

lui-méme,

2° On pose @
leglly = supgep 12, (i

et il existe un ensemble fini d'indices, soit J , contenant la valeur absolue ar-

chimédienne, tel que, pour tout p ¢ J et pour tout n , on ait ¢

3° On pose
Fm,n(x) = fm(x) - fn(x) pour m#mn ,

Alors si 1l'une des conditions suivantes est vérifiée, la suite {fn(x)}neN est

équirépartie modulo Q pour presque tout x €D,

CONDITION I : Il existe un nombre premier a # O et un sous-ensemble K de N2

contenant la diagonale tels que si (m , n) € X

By n(®) = By D=y =yl

o A _ tend vers 1'infini avec sup(m , n) .

De plus, si 1l'on pose :

Ky = Card{(m , n) €X ; sup(m , n) < N},
il existe une suite croissante d'entiers {Nk}keN telle que
lim N /N =1 et §=1 Ky /Ni <w

k

CONDITION II : Les fonctions fn . Sont dérivables, et

oo

ffé’w(x) - fé,m(x)l >M>0,

pour tout x €D,

Nous nous intéressons maintenant aux deux corollaires suivants.
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COROLLAIRE 1. - Soit 8 € A, |6] > 1 , alors la suite {x6"} . est équirépar-

tie modulo Q , pour presque tout x € A .

COROLLAIRE 2. - Si X € A, la suite {kxn}neN est équirépartie modulo Q pour

~

presque tout x € A , tel que =l > 1 .

(B) Equirépartition dans A .

Soit AP 1tensemble des caract®res périodiques de A, alors
c
AM={o€hd; o # 0} .

On obtient alors le résultat suivant.

CRITERE DE WEYL. - Une suite {x,} o d'éléments de A est équirépartic dams A

si, et seulement si, pour tout a € A® :

limN«m'% z§=1 (a xn) =0.

COROLLAIRE., = Pour qu'une suite {xn}nEN soit équirépartie dans A , il faut et

il suffit que, pour tout t € 2%, 1a suife {txn} soit équirépartie modulo Q .

En effet, d'aprds le critdre de Weyl, la suite est équirépartie si, et seulement
si, pour tout a e’g* et tout t € A° sy On a8 ¢
. 1
llquw'ﬁ'§;=1 (at ’ xn) =0 .
or (at , xn) = exp 2ﬂih(atxn) = (txn , a) , d'ol le résultat,
Soit {xn}nﬁﬂ une suite équirépartie dans A , et soit t €4, t #0 et

tp =0 pour p # o , alors

(xn , t) = exp 2nix(txn) = exp 2mir_(t_, xn)
= exp(- 2mit_x ),
par conséquent, la suite {xn o} est équirépartie dans R .
’ —~

Exemple de suite équirépartie. — Considérons la suite {xn] » telle que x _=n
4

X, p = pn , cette suite est équirépartie dans A .,
R =

Ce résultat fait partie du résultat plus général suivant,

Soit {xn}nEN une suite d'éléments de A telle que :

10 est équirépartie dans R .

{xn,oo}neN
2° Tl existe un ensemble fini d'indi
mble fini indices J tel que ‘xhlp £1 pour p f J et
pour tout n .

° P tout =
3° Pour tout p#» , on a limndm xn,p 0.
3. Equirépartition dans les anneaux Ag (ou AT )e

~

Soit T un ensemble de valeurs absolues de Q contenant la valeur absolue

—~
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archimédienne. Nous désignerons par A. = A" 1l'anneau des T-adéles de Q , c'est-

Q  ~ =

~P
Posons @
={xeQ; IX|p €1 pour p¢# T} .
dP est un anneau de Dedekind isomorphe & un sous-groupe discret d'indice compact

de ﬁ? « Nous noterons DT 1'orthogonal de dP dans A? , c'est un idéal fraction-

naire de dr . Alors tout caractédre de A? peut s'écrire
x , a) = exp(em 2 A (ax
( ’ ) XP( peT p( )) ’
et 1l'application
X e o 2 A (x
— oxp(2mt I b ()
définit un isomorphisme de é? sur son dual. Dans la suite, nous poserons :
Mp(x) = 2 en A (x)
On obtient alors le critdre de Weyl sous la forme suivante ¢

CRITERE DE WEYL. - Une suite {x } neN d'éléments de é? est équirépartie

modulo Q , 81 et seulement si, pour “tout a € DT y ON 8

Loy o T N 2 e 1 (a, %)) =

Le théoréme de Koksma s'énonce et se démontre de manidre analogue & ce qui a été
fait pour 1'équirépartition modulo Q@ dans A .

Application & certains éléments algébriques. = Soit J un ensemble fini de

valeurs absolues de Q contenant la valeur absolue archimédienne. Nous rappelle-
rons d'abord la définition suivante (A. DECOMPS [5]).

4 ’ ’ J
DEFINITION, - S; est 1'ensemble des éléments o« € A" tels que Ialp > 1 pour

p € J et pour lesquels il existe un polyndme P & coefficients entiers rationnels

ayant les propriétés suivantes :

- o est zérode P,

- pour tout p , les zéros de P , dans la cl8ture algébrique de -Qp (distinctes

de a0 si p € J ) appartiennent au disque lxlp <1,

-~ cet ensemble est caractérisé par la propriété suivante (ef. [5]) :

Soit o € éq tel que, pour tout p € J , on ait laIp > 1 ., La condition néces-
saire et suffisante pour aue o appartienne a SJ est qu'il existe A € AJ tel
que, pour tout p € J , on ait |}\|p > 1 et que, pour tout n €N ,

le_ (3™ < 5 L ’
2eq qn(qn +1)(1 + log m)
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q=Tc; lap|p

ms=

M .
LY

On en déduit immédiatement que :

Si o€ 85, il existe A € A" , tel que la suite {xan}
partie modulth_'J .

J ne soit pas équiré-

neN

Résultat analogue & celui qui avait été obtenu pour les nombres de Pisot-Salem

dans le cas réel.
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