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VALEURS ALGÉBRIQUES DE FONCTIONS MÉROMORPHES

par Daniel BERTRAND

Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU
(Théorie des nombres)
15e année, 1973/74, n° 21, 6 p. 6 mai 1974

1. Introduction.

SCHNEIDER et LANG ont montré que si deux fonctions méromorphes d’ordre fini, vé-
rifiant certaines équations différentielles, sont algébriquement indépendantes,
l’ensemble SK des nombres complexes, où elles prennent simultanément des valeurs

dans un corps de nombres K de degré 03B4 sur Q , est fini. Mais ils donnent une

majoration du cardinal de SK dépendant de § (cf, [2], chap. II, théorème 13, et

chap. III, théorème l), et la détermination de l’ensemble S des nombres com-

plexes, ou ces fonctions prennent simultanément des valeurs algébriques, reste un

problème ouverte

Nous nous proposons ici de caractériser § par une propriété de sommabilité.

THÉORÈME. - Soient K.. un corps de nombres, f == (f.. ... , fl) des fonctions

méromorphes sur C . On suppose que:

Ci) la dérivation d/dz opère sur l’anneau K~f] ,
(ii) f. et f~ sont algébriquement indépendantes, et d’ordre fini inférieur ou

égal à p ~ p~ respectivement.

Soit S- l’ensemble des nombres complexes ~ non pôles de f tels K0(f(~))
soit un corps de nombres de degré d Posons y. = card §.. Alors :

On déduit aisément de ce théorème les résultats de SCHNEIDER et LANG, sous la
forme : " 

.

De façon plus précise, on peut énoncer le corollaire suivant.

COROLLAIRE. - Soient f des fonctions méromorphes vérifiant les hypothèses (i)
et du théorème. Si elles prennent leurs valeurs dans K~ en ~(p+p~))[K~ :Q~
points, alors :

- il n’existe pas d’ autre point où elles prennent simultanément des valeurs algé-
briques,

Il ne sera donc plus toujours nécessaire de faire appel à des "théorèmes d’addi-
tion algébriques" sur les fonctions f1 , ... , fl pour démontrer des résultats de

transcendance. Indiquons en deux exemples.



10 Théorème de Hermite-Lindemann : les fonctions fl(Z) = z , ~p(z) = e véri-

fient les hypothèses du théorème avec K =~ ~ P.=0 , P~~~ * 06§ ,

soit ~~l=(p~+P~)[KQ :~0 . .

Donc si y est un nombre algébrique non nul, e~ est transcendant.

2~ Fonctions de Bessel: soient = f~(z) = et f~(z) = z ~
où J~ désigne la fonction de On a : P~ == -7 ~ et f et

f~ sont algébriquement indépendantes (voir par exemple SIEGEL [3L chap. Il, §10).
La dérivation d/dz opère sur l’espace mais 0 est un point ré-

gulier de l’équation différentielle vérifiée par et la connaissance de

permet de suivre la démonstration générale du théorème sans exclure 0 de

On a 0~§ . 

Donc si 03B1 est un nombre algébrique non nul, l’un au moins des deux nombres

J0(03B1) , J’0(03B1) est transcendant (Par la méthode des fonctions E , SIECHEL a montré

qu’ils sont en fait algébriquement indépendants).

2. Esquisse de la démonstration.

Posons S = Ud~N Sd , et soient ~1 , ... , ~m m éléments de § . Nous notons

d. le degré du corps K0(f(~i)) sur Q . Nous allons montrer l’inégalité :

ce qui entratnera que la + 03C12)[K0(f(~)) : Q])]~~S est sommable, de

somme inférieure ou égale à 1. C’est l’inégalité du théorème.

Soit S un entier arbitrairement grand. Les notations o et 0 se rapportent à

la variable S tendant vers + ~ .

10 On peut construire une fonction méromorphe F s’exprimant comme un polynôme
en fi et f2 à coefficients entiers sommés à certaines majorations, et qui véri-

fie :

20 f 1 et f2 étant algébriquement indépendants, la fonction F ne peut être

identiquement nulle. On peut donc définir, pour tout i = 1 , .,. , m i le plus
petit ordre de dérivation, soit tel que

3° En appliquant la formule de Jensen à la fonction F au point ~i , on montre
les inégalités,



d’où l’inégalité désirée en faisant tendre S vers + m .

3. Construction de F.

Nous allons suivre la démarche utilisée par LANG ([1], chap. III) et par WALD-

SCHMIDT ([4], chap. III). Rappelons quelques notations : si y est un nombre algé-

brique de degré g , on appelle dénominateur de y (noté dén y) le plus petit
entier positif D tel que Dy soit un entier algébrique. On pose

où 03C6 décrit l’ensemble des plongements de Q(y) dans C, et on définit la

taille s(y) de y par

La norme de l’entier algébrique (dén y).y étant supérieure ou égale à 1 , on a

Nous noterons enfin K le compositum des corps K0(f(~i))i=1,...,m , à son

degré, et T = maxi=1,...,m,j=1,...,l 

s(fj(~i)) .

Le résultat suivant regroupe toutes les majorations arithmétiques dont nous

aurons besoin.

LEMME i . - Soient 03C4 un réel supérieur à 1 , P un polynôme non nul à deux va-
riables, de degré Ri en et à coefficients entiers de valeur absolue majorée
b£ T . Alors la fonction méromorphe P , définie ar F = f2) vérifie,

pour tout entier k j 0 , et tout 1 = 1 , ... , m ,

(ii) il existe une constante C dépendant uniquement des équations différentiel-

les vérifiées par f telle que

Démonstration. - Elle se fait par récurrence à partir du cas k = 0 (cf. WALD-
SCHMIDT [4], lemme 3.32).

Le principe des tiroirs de Dirichlet permet alors de construire la fonction F .

Plus précisément, on peut énoncer le lemme suivant.

LEMME 2. - Il existe un polynôme non nul



j.
avec R. ==[3 " dont les coefficients sont des entiers de

valeurs absolues majorées par Tg 
= exp(0(s)) , et tel que la fonction F == 

vérifie

Démonstration. - Il s’agit de résoudre dans Z un système linéaire de mS équa-

tions à R1 R2 inconnues, dont les coefficients f03BB11 f03BB22(~i) sont des

nombres algébriques dans K, de taille majorée, diaprés le lemme 1, par :

S log C(S + R + R~) + T(2CS + R~ + R~) + log R~ R~ .
Nous avons R R~ = S log S > mS pour S suffisament grand. On peut donc appli-

quer un lemme classique de Siegel (voir par exemple SCHNEIDER [2]~ appendice, lemme

30), d’où une solution (P03BB1,03BB2) dans Z vérifiant :

4. Démonstration des inégalités (1),

La somme Q 1 + ... + Q m qui apparaît dans les inégalités (1) peut être majorée
grâce au lemme suivant.

LEMME 3. - Soient f une fonction entière, A et x deux réels supérieurs à

1, n(f , r) le nombre de zéros comptés avec leur crdre de multiplicité dans le

disque Soit k le premier ordre de dérivation tel que f~ ~(o)~0 .
Alors :

Démonstration. -Posons Ck = 1 k! f(k)(0) . Soient zéros non

nuls de f , numérotes en tenant compte de leur multiplicité dans le disque
et classés de façon que tz. ) *

D’après la formule de Jensen, on a :

La fonction x ~ n(f , x) étant croissante et supérieure ou égale à k , on a :



(Remarquons que, dans cette inégalité, l’expression n(f , r) tient compte du

z éro à l’origine.)

Nous pouvons maintenant terminer la démonstration. 
Soit -t un entier, désormais

fixé, compris entre 1 et m . Pour j = 1 , 2 , il existe, d’après les hypothèses

du théorème , une fonction entière e. d’ordre inférieur ou égal à p~ , non nulle

en 6. ’ et telle que 6. t. soit entière. La e~- e~3 F est

définie par le lemme 2) est alors entière . Si o~ désigne le plus petit ordre de

dérivation de F en ~. , il est clair que c’est aussi celui de &#x26; en (~ , et

~S. ~ ~ ’ . On a :

Mais d’après le lemme 3 appliqué à la fonction G~ Z ~ ~ . ~ :

Il reste à majorer le terme de droite de cette inégalité..

1° (03B8j fj)j=1,2 étant entière d’ordre inférieur ou égal à pj , il existe deux

constantes A et 0 telles que, pour tout > 0 ,

Choisissons : A=o~~i~~ . A tend vers +co avec S ~ puisque, par cons-

truction, S est inférieur ou égal à cr.. On peut donc écrire, en reprenant les

valeurs de 03C4S et des Rj données au lemme 2 :

2° - Q . log r. est négatif, et :

3° P(03C3i)(~i) étant un nombre algébrique de degré d. , l ’inégalité (2) permet
i i

d’écrire:

En regroupant ces différents résultats, on obtient :

Le raisonnement s’applique pour tout i = 1 , ... , m , et on obtient les inéga-

lités (1) recherchées, ce qui permet de conclure.
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