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15¢ année, 1973/74, n° 21, 6 Pe 6 mai 1974

VALEURS ALGﬁBRIQUES DE FONCTIONS MEROMORPHES

par Daniel BERTRAND

1. Introduction.

SCHNEIDER et LANG ont montré que si deux fonctions méromorphes d'ordre fini, vé-
rifiant certaines équations différentielles, sont algébriquement indépendantes,
1'ensemble $K des nombres complexes, ou elles premnent simultanément des valeurs
dans un corps de nombres K de degré § sur '3 , est fini, Mais ils donnent une
majoration du cardinal de $, dépendant de & (ef, [2], chap. II, théordme 13, et
[1], chap. III, théoréme 1), et la détermination de l'ensemble $ des nombres com-
plexes, ou ces fonctions premnent simultanément des valeurs algébriques, reste un

probléme ouvert,

Nous nous proposons ici de caractériser $ par une propriété de sommabilité.

THEORﬁME. - Soient KO un corps de nombres, f = (fl 9 oee 9 fz) des fonctions

méromorphes sur C . On suppose que

(i) la dérivation d/dz opdre sur 1l'anneau K,L£] ,

(i1) £, et £,
égal & Py et L respectivenent.

sont algébriquement indépendantes, et d'ordre fini inférieur ou

Soit Sd l'ensemble des nombres complexes ([ non pdles de I Zels que Ko(ff;»
soit un corps de nombres de degré d sur Q . Posons Yg = card sd o Alors :

Vv,
Zégg-razf;dszy— <1.

On déduit aisément de ce théordme les résultats de SCHNEIDER et LANG, sous 1

forme :

-~

card sKo < (py + 0)[Ky : Q1 &

De fagon plus précise, on peut énoncer le corollaire suivant.

COROLLAIRE. - Soient f des fonctions méromorphes vérifiant les hypothdses (i)

23_(11) du théordme., Si elles prennent leurs valeurs dans Ky, en m;(p1+p2)[Ko :Q]

points, alors :

- il n'existe pas d'autre point ol elles prennent simultanément des valeurs algé-
briques.
- (91 + 92)[K0 :’g] est un entier, et m = (pl + pZ)EKO : Q).

-~

I1 ne sera donc plus toujours nécessaire de faire appel & des "théordmes d'addi-

tion algébriques" sur les fonctions fl 9 eve fz pour démontrer des résultats de

transcendance, Indiquons en deux exemples.
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10 Théordme de Hermite-Lindemann : les fonctions fl(z) =z, fz(z) = e? véri-
fient les hypothdses du théordme avec KO =Q, Py = 0, pp=1. Ona: 0€3,
soit v, > 1= (p1 + pz)[KO : Q). |

Donc si @ est un nombre algébrique non nul, 5% est transcendant.

20 Fonctions de Bessel : soient fl(z) = Jo(z) , fz(z) = Jé(z) , et f3(z) =12,
désigne la fonction de Bessel d'ordre O . On a : Py =Py =-% y et f1 et

ou J
0
£. sont algébriquement indépendantes (voir par exemple SIEGEL [ 3], chap. II, §10).

2
La dérivation d/dz opdre sur l'espace d:fl . f2](f3) , mais O est un point ré-
gulier de 1'équation différentielle vérifiée par JO y et la connaissance de
Jék)(o) permet de suivre la démonstration générale du théordme sans exclure O de

lt'ensemble 8 , Ona O € 5&, d'ou :
V1>, 1= (Pl +p2)l.Ko :_9_] o
Donc si « est un nombre algébrique non nul, 1'un au moins des deux nombres

Jo(a) ’ Jé(d) est transcendant (Par la méthode des fonctions E , SIEGEL a montré

qu'ils sont en fait algébriquement indépendants).

2. Esquisse de la démonstration.

Posons § = Uy 8; 4 et solent ¢, ooo , () m éléments de $ . Nous notons

d, 1le degré du corps Ko(z(gi)) sur Q . Nous allons montrer 1l'inégalité :

b 1
GRS
i=1 pl + p2 i
ce qui entrainera que la famille {1/((p1 + pz)[Ko(g(g» :3])}ges est sommable, de
somme inférieure ou égale & 1 . C'est 1'inégalité du théordme,

i

Soit S un entier arbitrairement grand. Les notations o et O se rapportent &

la variable S +tendant vers + o« ,

1° On peut construire une fonction méromorphe F s'exprimant comme un polyndme
en f1 et f2 & coefficients entiers sommés & certaines majorations, et qui véri-
fie :

F(k)(gi) =0 VKk=0, oo s S=13 1 =1, eoe ymea

20 f1 et f2 étant algébriquement indépendants, la fonction F ne peut &tre
identiquement nulle. On peut donc définir, pour tout 1 =1, ... , m , le plus

petit ordre de dérivation, soit Oy » tel que

(

o.)
F T (gg) #0.

3° En appliquant la formule de Jensen & la fonction F au point gi s #n montre

les inégalités,
(1) 0'1+ooo +UmS(p1+ﬂ2)(di+0(1)Ci Vi=1’ooo o I o
On en tire

(01 * e to) Z:=1[(p1 + pz)(di + o(1)]™? SO, + eee 0 o
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Soit

2

d'ou 1l'inégalité désirée en faisant tendre S vers + o ,

1
1 (pl + 92)(d1+ F(ly) s 1 !

3. Construction de F .

Nous allons suivre la démarche utilisée par LANG ([1], chap. III) et par WALD-
ScHMIDT ([4], chap. III). Rappelons quelques notations : si y est un nombre algé-
brique de degré § , on appelle dénominateur de vy (noté dén y) le plus petit

entier positif D tel que Dy soit un entier algébrique. On pose

vl = max, lo(y)] 5

ou ¢ décrit 1l'ensemble des plongements de EKY) dans C , et on définit la
taille s(y) de vy par

s(y) = max(log(dén vy) , |ly|) -

La norme de l'entier algébrique (dén y).y étant supérieure ou égale & 1, on a

(2) - § log(dén y) - (5 = 1) sly) < 2og Iyl »

Nous noterons enfin K 1le compositum des corps KO(E(gi))i= A son

o(,(¢,))

1'-o¢,m !
degré, et T =max;_, o 5o1,.eesd
Le résultat suivant regroupe toutes les majorations arithmétiques dont nous

aurons besoin,

LEMME 1. - Soient T un réel supérieur & 1, P un polyn8me non nul & deux va-

riables, de degré Ri en Xi , et & coefficients entiers de valeur absolue majorée

par T o Alors la fonction méromorphe F , définie par F = P(f1 ’ f2) vérifie,

pour tout entier k>0 , et tout i =1, «¢o , m,

(1) () e x (2lc,)

(ii) i1 existe une constante C dépendant uniquement des équations différentiel-

les vérifides par f telle que

Ck+R Ck+R
c{aén £,(gy)] b x [aén 1,(c,)] 2

est un dénominateur de F(k)(gi) , et

s(F(k)(gi)) < log 7 + k log C(l+R +R5) + T(2Ck+R +R;) + log(1+R )(1+4R)) «

Démonstration. — Elle se fait par récurrence 3 partir du cas k =0 (ef, WALD-
SCHMIDT [ 4], lemme 3.32).

Le principe destiroirs de Dirichlet permet alors de construire la fonction F .

Plus précisément, on peut énoncer le lemme suivant.

LEMME 2, = Il existe un polyn8me non nul

A xde
1
1 X

P(X, , X,) = zil=o,...,R1-1,A2so,....ng~1 Pa, it X3
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avec Rj = [S (log S)é] dont les coefficients sont des entiers de
exp(O(8)) , et tel que la fonction F = P(f1'f2)

valeurs absolues majorées par Ty

vérifie

]

F(lf)(gi):;o Vk O',uoo,s-l; i=1’-00,mo

Démonstration. - Il s'agit de résoudre dans Z wun systeme llnéalre de mS équa-

tions a R1 R2 inconnues, dont les coefficients d /dz f11 f 2(gi) sont des

nombres algébriques dans K , de taille majorée, d'aprés le lemme 1, par ¢
S log C(S +R

+R2) + (208 + R +R2) + log R, R

1 1 2°

Nous avons R R2 =S log S >mS pour S suffisament grand. On peut donc appli-

quer un lemme cla331que de Siegel (voir par exemple SCHNEIDER [ 2], appendice, lemme

30), d'ou une solution (p ) dans Z vérifiant :
Ashg

sup, , Ip, , | < (28 log 5.(c8)% exp 4ors)bus/ (S log S-pus)
1’772 1’72
soit ¢ sup Ip l < To s avec
Kl,kz kl,hz S
= —am
log T4 = (3 log CS + 4CT)S x TRy o(s) .

4. Démonstration des inégalités (1).

La some o, + +.s + 0y qui apparatt dans les inégalités (1) peut &tre majorde

gréice au lemme suivant.

LEMME 3. - Soient f une fonction entidre, A et x deux réels supérieurs &

1, n(f, r) le nombre de zéros comptés avec leur crdre de multiplicitf dans le

disque |z| < r . Soit k 1le premier ordre de dérivation tel que f(k)(o) #0 .

Alors

(x)
n(f , r) S'TEé—K (longIAr - log-lz——Eégll -k logr).

1 (k) .
Démonstration. - Posons Cy =7 £ (0) . Soient (Zi)i=1,...,h les zéros nan

nuls de f , numérotés en tenant compte de leur multiplicité dans le disaue

!z] < Ar , ot classés de fagon que |zil lzl+1

D'aprés la formule de Jensen, on a ¢

h
Ar
252y 108 o1 < Loglf] - 10gl0] ~ x Tog (ax) .
La fonction x —» n(f , x) étant croissante et supérieure ou égale 3 k , on a :
r
[n(f , r) -kllogh$f: (n(f , x) —k)%sf;r(n(f , x) - k) &
Or

ate s ) -3 & 23] 108 42

D'od

n(f , r) log A < 1oglf|Ar - 1oglckl -klogr.
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(Remarquons que, dans cette inégalité, 1'expression n(f , r) tient compte du

zéro a l'origine.)

Nous pouvons maintenant terminer la démonstration. Soit 1 un entier, désormais
fixé, compris entre 1 et m . Pour j =1, 2 , il existe, d'aprés les hypoth®ses
du théordme, une fonction entiére 85 dtordre inférieur ou égal & p. , non nulle
en G, , et telle que 6. fJ soit entidre, La fonction G = eRl BR2 F (ob F est
définie par le lemme 2) est alors entidre. Si o4 désigne le plus petlt ordre de

dérivation de F en g , il est clair que c'est aussi celui de G en gi s et

(o) )
() = 0kgy) 8,2 B Y gy

Soit ry =1+max. _, g Igi - gkl o« On a:
cl + cee + cm.s n(F(z - gi) ’ ri) < n(G(z - gi) ’ ri) o
Mais d'aprds le lemme 3 appliqué & la fonction G(z ~ Ci) :
' R
lofr o o) ()|

C.e
1

n(G( Z-Qi) pri)\<loé A

I1 reste 3 majorer le terme de droite de cette inégalité.

04 log xi) .

LRy R p, e -
(logie,? 07 F(z ‘oiHAri log

10 (e, fj)j =1,2 étant entidre d'ordre inférieur ou égal a ps » il existe deux
constantes A et AO telles que, pour tout A > AO ’

R R - P1 P2
logle1 62 F(z Ci)lAri < log Ts + A(Rl(Ari) + RZ(Ari) ) .
Choisissons ¢ A = cjl' (pl+p2) . A tend vers +o avec S , puisque, par cons-
truction, S est inférieur eu égal a O; o On peut donc écrire, en reprenant les

valeurs de Tq et des Rj données au lemme 2 :

log'G?l 922 Pz - gi)lAri = 0(s) + O(ci(log Ui)%) = O(oi(log ci)%) .

20 log(oi!) Y log oy 3 =0y log r; est négatif, et :
loglelfl ega(gi)l = o(s) = 0(oy) «

30 F(G*)(gi) étant un nombre algébrique de degré d; » 1'inégalité (2) permet
dtécrire

- 2070 ()] < (4 - 1) a(7 ) (g)) + o toglaen ¥O)((,))
soit, d'aprds le lemme 1 :
- 10879 (¢l = (4, = 1) +0(1)) o, Loz o, + &, Oa,)

En regroupant ces différents résultats, on obtient :

n(e(z - ¢, ) y T, ) TEETE—a'[(d -1)+1+0(1)] o; log oy

D'ou
01 + cee + Cm < (p1 + 92)(di +-o(1)) o5 -

Le raisonnement s'applique pour tout i =1, ¢eo , 0, et on obtient les inéga-

1ités (1) recherchées, ce qui permet de conclure,
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