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RATIONALE PUNKTE UBER EINE ALGEBRAISCHE KURVE
[POINTS RATIONNELS SUR UNE COURBE AIGEBRIQUE ]

von Theodor SCHNEIDER

[Freiburg i. Br. ]

Ich beginne mit einem Resultat von C. L. SIEGEL [2]. Er hat dort mit der Methode,
die die schbnen Transzendenzresultate der Werte der Besselfunktionen lieferte,
angewandt auf G-Punktionen, gezeigt : Sei y eine algebraische Funktion von x ,
in deren Gleichung die Koeffizienten algebraische Zahlen sind. Es sei x =0 ein
reguldrer Punkt der PFunktion. Das Abelsche Integral o y dt sei keine algebraische
Funktion,

Es gentige E # O einer algebraischen Gleichung 4{-ten Grades, deren Koeffizien-

ten ganz rational und absolut < M sind. Es sei ¢ irgendeine positive Zahl, und
el < c exp(-(10g ME*E ,

wo ¢ nur von 4 und ¢ abhdngt. Dann geniigt die Zahl fg y dt keiner alge=-
braischen Gleichung f~ten Grades mit rationalen Koeffizienten. Die Siegelsche

Methode gestattet aber nicht, algebraische Funktionen zu bhehandeln.

Wenn auch das Resultat, das ich nun fir algebraische Funktionen angebe, mit dem
Siegelschen eine gewisse Ahnlichkeit aufweist, so ist zum Beweis doch ein neuer Weg

erforderlich, Ich zeige den folgenden Satz,

SATZ. - Sei f(z) algebraisch in z vom Grade q Uber dem KSrper der rationa-

len Zshlen, Sei f(z) um z =0 reguléir. Es sei ferner r/s der geklirzte Bruch

mit ganzrationalen r , 8 und s >0 . Die Werte von f(z) bei z =0 und bei

z = r/s seien ebenfalls rationale Zahlen, FUr irgendein ¢ > 0 existiert ein
8 ? das nur von ¢ und f abhingt, so dass flir s > 8 die Abschdtzung

(1) 12| > o~ ((V/a)+e)

gilt.

Bemerkungen :
1° Es ist leicht zu sehen, dass das Resultat bezliglich des Exponenten scharf ist.

Dies zeigt das folgende Beispiel :

Sei f(z) = (1 = z)l/q =yj;soist z=1-y1 und y= (5~ 1)/ liefert
z=1=(1-(1/5))% und diese Zshlen sind rational fir Se N . Andererseits ist
x| =0 (5°1) und mit der Bezeichnung x = r/s folgt

s=8% wd |x| =0 (s—(l/q)) .
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20 Sei o algebraisch vom Grade k , und f(o) =0 , f(x/s) = w/v rational, so
folgt
la _131 S S-((k/Q)+e)
s

und wenn f(r/s) = p algebraisch vom Grade £ , zeigt man

o = Z| > o~ ((xe/g)+e)

3% Einer p-adischen ﬁbertragung des Satzes im Ridoutschen Sinne steht die
Schwierigkeit entgegen, dass die p-adische Funktion f(x) p-adisch fir rationales
X = r/s im allgemeinen nicht mehr einen rationalen Zahlenwert annimmt, wenn die
Funktion f(z) bei gewdhnlicher Bewertungz filr z = r/s rational ist.

4° Man kann die folgende Methode auch auf den von Siegel untersuchten Fall, wo
f(z) keine algebraische Funktion, sondern das Integral einer algebraischen Funk-

tion ist, anwenden.

Ich kann aber nicht das Siegelsche Resultat zeigen, sondern nur die schwdchere
Abschdtzung

lel < o exp(-(10g M)—% +€)
fUr die sonst gleiche Aussage erhalten.
Beweis : Wir bilden mit f£(z) eine Punktion

p-1,9-1 i k
é(z) = zi=0,k=0 Cii 2 f(x)

mit einem geeigneten p wund nicht sdmtlich verschwindenden ganzrationalen Cix
und beweisen unter den Voraussetzungen des Satzes und unter Annshme der Negation

von (1), d. h.
2] ¢ s~ ((V/a)+e)

dass &(z) identisch verschwindet, woraus folgt, dass f(z) eine algebraische
Funktion hSchstens (q - 1)-ten Grades ist im Widerspruch zur Voraussetzung, dass
es eine Funktion sei, die vom q-ten Grade algebraisch sein soll. Aus diesem Wider-
spruch folgt die Richtigkeit von (1) und danmit der Satz.

19 Jir wollen uns zundchst iiber die Koeffizienten it die notwendigen Aussagen
verschaffen und dann Uiber eine Induktion das identische Verschwinden einer geeigne-

ten Interpolationsreihe von &(z) beweisen.

Die Koeffizienten Ciie mdgen unter Annshme einer ganzen Zahl p , die spdter
noch geeignet gewdhlt werden soll, allein durch die Forderung, dass &(r/s) =0
sein soll, bestimmt werden. Bestimmt heisst, dass wir mittels des Schubfachschlusses
die Existenz fir unsere Zwecke geeigneter, nicht s#mtlich verschwindender, ganzra-
tionaler cik nachweisen. Dabei wird die Negation von (1) noch nicht benutzt. Es
sei die rationale Zahl f(r/s) mit u/v bezeichnet. Dabei besteht eine Abh#ngig-
keit der GrUssenordnung von v von denjenigen von s , derart, dass mit von s
unabhingigem vy gilt



20-03
(2) lv] < sY

(siehe hierzu die Arbeit [1]). Die Bedingung

o) =20 o (B (BE -

liefert demnach eine einzige lineare homogene Gleichunyg flir die ¢ mit rationa-

ik
len Koeffizienten. Durch Multiplikation der Gleichung mit sP~! ., v¥! wird
daraus eine solche mit ganzrationalen Koeffizienten, die unter Beachtung von (2)

dem Betrag nach kleiner als
O((ma,x(],,r,s))p-l ’ (max(lvuvv)q-.l)) = o(sp-l Vq-l) = O(sp-lw(q-l))

sind, Damit ist die Gleichung, wie mittels des Schubfachschlusses zu sehen ist,

18sbar in nicht sdmtlichen verschwindenden, ganzrationalen ¢, ik ? fir die gilt

- - (1/a)¥
(3) lcikl < O(S(P-1+y(q 1))1/(Pq 1)) - ( €y )
fﬂ; €, >0 und p > pO(el) .
29 Nun s0ll unter der Annshme |r/s| < s -((1/9)+8) und der Wahl von €, mit

e, < ¢ gozeigt verden, dass 8(z) identisch verschwindet, Daraus folgt, dass
f(z) eine algebraische Funktion niederer als g-ten Grades ist im Widerspruch zur
Voraussetzung, und aus diesem Widerspruch folgt der Satz.

Das identische Verschwinden von é(z) sehen wir aus dem Verschwinden einer
Interpolationsreihe fir &(z) und zwar aus einer Interpolationsreihe, deren

sdmtliche Koeffizienten verschwinden.

Wir interpolieren &(z) an den Stellen Cop » €1 » Gp seees Gy seee - Dabei sei
mit einer noch spdter zu fixierenden natiirlichen Zshl m

CoCy=Cop=++=3 und ¢ =0 fur alle Indizes n #Jm, J =0,1,... .

Gleiche Werte von €, Dbedeuten dabei Interpolation von entsprechend hiherer
Ordnung.

Wir zeigen ?,-')(V)(O) =0 und @(")(-;l) =0 firalle v=0, 1, 2, ¢oe , WOraus
das Verschwinden sdmtlicher Koeffizienten der genannten Interpolationsreihe von
3(z) folgt. Wir haben 3(z) so gewdhlt, dass QGE) verschwindet.

Als nHchstes zeigen wir é(l"')(O) =0 fUr p=0,1, «so ym=2, Es ist

(“)(02 Zp—l,q 1 (Z%=o( ) dn(z » FVadl fk(Z) )

1=0,k=0 ik azMlz=0  azv N 1z
_ 1y -7 ok
_ sl s _L_dn(z ) 1 = £5(2)
i=0,k=0 cik( T=0 T'I dzn z=0 (U' - ﬂﬁ dzu-"'ﬂ Z=0) )
Dabei ist '
1 gl st =§O fur A
T a2 =0 {4 M=1
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und wegen des Eisensteinschen Satzes flir algebraische Funktionen existiert eine

ganzrationale Zahl VO derart, dass

T GBI o C)) R

ganzrational ist. (Siehe die zitierte Arbeit [1].) Somit ist
+—
1 é(u.)(o) vg g~-1

ganzrational, also, falls Q(”)(O) nicht Null ist,
L o) ety
p,o

oder
(4) lé(uigo)! > va(u+q-1) .

Zur Abschitzung der linken Seite nach oben wird die Cauchysche Integralformel
herangezogen. Es ist wegen &(r/s) = O , integriert Uber einen Kreis |z| =p >0 ,
der r/s umschliesst,

_3__j #(z) 4z _ 1 (_a(z) )(u)

2L | z]=p (z - r/S)zp.+1 Wl 'z - 1/z

und unter der Voraussetzung &(0) = §'(0) = ... (u 1)(0) = 0 folgt daraus

- (z) dz ( ) 1
(5) -2-% |Z| =p (z f r/s)zp,+1 = P' " (0) =1/s) *

Die Annahme, dass é | = fﬂr festes p # 0 die Stelle r/s umschliesst,
folgt aus Ir/sl <s 1 q

fir gentigend grosses s , also s > 8y o

Die Annahme &(0) = ... = Q(“'l)(o) = 0 sei als Incuktionsannahme aufg¢efasst.
Aus (5) folgt

‘Q(“)(O)l | 3(z) | .

1
St 7T S 5 2 max, |, b— /)]

Die Abschitzung von |8(z)| ergibt s(l/q)+el °?+q mit einem von s unabhiéngi-

gen ¢ , 80 dass wir

1 .
| 2(z) !l < g{t/a)+ey  prgim
(z - r/s)z#*! }f25=p °
und damit
Ié(“ZSO)| < |z/s] {V/0)+¥ey B s'((l/Q)+5)+((1/q)+El) opratn

< vg(u+q-1)

erhalten fUr €y < ¢ und genligend grosses s bei festem p und m , da auch v
von 8 unabh#ngig ist. Daraus folgt, zusarmen mit (4), dass &P (O) verschwindet
fur < (m - 1) = 1 . Also verschwindet &'M (0) fur alle =0 51 geeey M= 2
bei von s unabhidngigem m , Nachdem wir so Q(r/s) =@ “)(O) =0 fir

p=0, 1, ¢ee y m - 2 erreicht haben, wenden wir fiir die Untersuchung der

htheren Ableitungen von §(z) an den beiden Stellen r/s und O Induktion an und
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gwar missen wir offenbar folgendermassen vorgehen : Wir haben zwei Induktions-
schltisse durchzufithren, erstens haben wir unter der Voraussetzung des Verschwindens

von Q(z’)(r/s) FUr 2 =0 45 see 5y j =1 und Q(b)(O) fir
2 =20, eee s jm=1) =1

das Verschwinden von Q(j)(r/s) zu zeigen und zweitens soll unter der Vorausset-
zung des Verschwindens von § v (r/s) fir 2 =0, «eo » jJ und des Verschwindens
von Q(L)(O) fir 2 =0 5 see 5 j(m = 1) = 1 das Verschwinden von Q(b)(o) fr
v =3m=1)y vee sy (7 + 1)(m=1) =1 nachgewiesen werden, Ist dies gezeigt, so
verschwindet mit den bereits gezeigten Anfangsbedingungen &(z) mittels voll-
stindiger Induktion sowohl an der Stelle 2z = 0 wie bei 2z = r/s von beliebig
hoher Ordnung, und damit 8ind wir offenbar mit unserem Beweis fertig. Es sind also

noch die beiden Induktionsschliisse ausgufiihren.

Wir beweisen zuerst das Verschwinden von Q(j)(r/s) unter der Annahme des
Verschwindens von Q(b)(r/s) fiir alle ¢z < j und des Verschwindens von @(b)(o)

fir . < j{m-1) .
Es ist 1/j! Q(j)(r'/s).sp"]‘.vq""1+J ganzrational, also unter der Annshme

53) (x/2) # 0

I%-r 509 (r/0). 71T M) 5 4
und wegen |v| < 8 erst recht

I%,— 53 (2/s) -1ty (a-1+3) | > 1
oder
(6) - 5 (z/a)| 5 o= (P-1#v(a-1+9))

Nun ziehen wir die Cauchysche Formel heran und erhalten unter den genannten
Annahmen

(z dz : —i(me
E%T I|z|=p (z - r/:)jzl zj(m;17='§f Q(J)(r/s).(r/s) j(m-1)

und daraus durch Abschitzung des Integrals

1 (3)r rj(m-1) 1 | 8(z)
Ij! $ (s)l < ISI *%ee 2TIp maxlz|=p ,(z - r/s)j+1 zj(mrl)|

< 30 S0 e

3

mit von s unabhdngigen 03 . Hieraus folgt zusammen mit (6) und mit

lr/sl < s-((l/Q)-f-g)

~((pm1)ay(a143)) _ ~((1/)we)3(mm1) (V/D¥ey prardn
ader

¢((1/a)+e) §(m=1)=((p=1)+y (q=1+3))=((1/q)+e4) _ oGrarin
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Wir erhalten aber fiir genligend grosses m , gennant m = mo

(7) ((1/a) + e)i(m=1) > (p = 1) + v(a = 1+ 3) + (1/q) + ¢,

fir alle j > 1 , und offenbar ist (6) fir ein solches m0 und flir alle m > mo
und alle g > 1 mit gentigend grossem s unmdglich, uad aus diesem Widerspruch
(

folgt Q(j

r/s) = 0 , Schliesslich haben wir noch den zweiten Induktionsabschluss
zu zeigen, n#mlich dass unter der Annshme des Verschwindens von Q(L)(r/s) flr

2 =041y eee » j=1 und des Verschwindens von Q(L)(o) fur

L=(j"‘1)(m"1)9oo-!j(m"1)"1

bewiesen wird,

Nach (4) ist W
v
0 -(z+q-1)
(8) IEL—zé—ll vy,
falls nur Q(L)(O) # 0 angenommen wird. Unter der weiteren Induktionsvoraussetzung

a(“) =0 fur p=(i-1)(m=1)=1, (G=1)(m=1) yoeey (z = 1)

folgt analog (5) dann

3(z) a _1 () 1
2 “zl=e (2 1/5)3 ?z)“l A (- r/s)?

und daraus

a—@i”—)&llsl

' Q(Z) i .

r/slj.p max -
' (z - v/s)Y Z¥*1

z|=p

Mit :

| 3(z) l‘ - S.(1/q)+e1 DHate

l(z-r/s)j ZL+1 !'Zl:p . 3
folgt so

B T Y B (T R eV
s 3 S 3 *

und zusammen mit (8) ergibt dies

Vg(b+q.1) . S-J((l/q)+s)+(1/q)+s1 c%*q*‘ '

Bei j > 2 , was nach dem ersten Induktionsschluss angenommen werden darf (es
genligte sogar j > 1 ) und . in dem fraglichen Invervall (j—l)(m—l) <t € jlo=9
ergibt sich so eine nur von p , c3 abhdngige, von m sogar unabhingige Zahl

So ? derart dass (9) fir s > 80 unmdglich wird, und damit ist auch der zweite
Induktionsschluss bewiesen.,

Wdhle 8lso zu ¢ ein £y >0 und ¢ > €y 1 Ze B. £ =-§ sy dann p gentigend
gross, nun m genligend gross, und zu diesen Werten von P und m schliesslich s
geniigend gross, so folgt der behauptete Satz.
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