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SUR LES UNITES DE MINKOWSKI

par Jean=-Jacques PAYAN

Parmi les invariants d'un corps de nombres K , l'un des plus intéressants & étu-
dier, et des plus difficiles a calculer, est le nombre de ses classes d'idéaux. On
sait qu'il dépend de fagon trés étroite de la structure du groupe des unités et de

la décomposition dans K des idéaux premiers de 2 . C'est ce qu'exprime la for-

mule K+tK t RK hK
lim (s - 1) gK(s) = V‘D’T
s—1 Wy K

(cf. [3]) liant le résidu en 1 de la fonction z8ta associde & K , le discrimi-
nant DK , le régulateur RK » le nombre W de racines de l'unité contenues dans
K et le nombre de classes hK de K.

On va s'intéresser ici & la structure du groupe des unités d'une extension galoi-
sienne finie K de Q comme module sur 1'algdbre du groupe G = Gal K[Q , et
donner un apergu des résultats obtenus par N. MOSER [15] dans le cas diédral, ré-

sultats qui seront exposés aux "Journdes arithmétiques de Bordeaux [mai-juin 1974].

Notons UK le groupe des unités de K , TK le sous—-groupe des racines de
1'unité de K , posons EK = UK/TK , et désignons par Sk (resp. 2tK) le nombre
de plongements réels (resp. complexes) de K . Rappelons les deux résultats clas-

siques suivants :

THEOREME (DIRICHIET). - E, est un Z-module libre de Tang s, + b, - 1 .

Le théordme de Dirichlet s'énonce encore en disant qutil existe g * tK -1
unités, “1 9 cee nsK+tK ; 5 dites unités fondgmentales, telles que toute unité

¢ de K s'éerit de manidre unique ¢ = ﬂil avec les ny dans Z et

~

eoﬂ -1
€0 dans TK .

¢

THEOREME (MINKOWSKI). - Soit K une extension galoisienne finie de Q , il existe

une unité de K quiengendre avec ses conjuguées un sous-groupe d'indice fini de

UK °
Définition. - Une unité 1 de K , extension galoisienne finie de @ , Sera dite

de Minkowski si T forme, avec certaines de ses conjugudes, un systéime d'unités

fondamentales de X .

Remarque 1 [15]. = Si K/Q admet une unité de Minkowski, alors le 2 Gl-module
EK est monogdne., Réciproquement, si EK est E[G]-monogéne et K/Q réelle, alors
il existe une unité de Minkowski,
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1., Unités de Minkowski et modules sur certains anneaux de Dedekind.

Le premier résultat substantiel sur 1l'existence d'unités de Minkowski a été ob-
tenu grfice & des méthodes géométriques par H. HASSE [8] dans le cas des extensions
cycliques de degré 3 . Il a été généralisé par B. A. ZEILANOV [16] qui & démontré

le résultat suivant.

THEOREME. - Si K/Q est cyclique de degré premier p , et si le corps cyclotomi-

que d'indice p est principal, alors K admet une unité de Minkowski.

C'est & A. BRUMER [5] qu'est d0 le résultat le plus complet concernant les exten-
sions cycliques de degré premier. Soient K/Q cyclique de degré premier p , et

UE le groupe des unités de K de norme + 1 , il est évidemment g[G]—isomorphe a

E.K o Soit H'K le sous~groupe de U; formé des unités cyclotomiques de K , on

sait d'une part que ['E : HK] =h, , de l'autre que H est 7 Gl-monogdne. Comme

p-1 y OW o désigne un

EK et U; sont annulés par lanorme 1 +0 +0 + ces + C
générateur de G , on les munit d'une structure de E[G]/(I + 0 +eeet O'P”I)-modul.e-
Comme g_[G]/(l + 0 4+ eee + cp-l) est isomorphe a l'anneau A des entiers du corps
cyclotomique d'indice p , on voit facilement que H est A-isomorphe & A , Cet
isomorphisme se prolonge a U§ dont l'image est alors un idéal fractionnaire a"l
inverse d'un idéal entier o de A . On vérifie facilement que [U;{' t B ] =Na,
et que l'existence d'une unité de Minkowski équivaut & o est principal, D'ol 1le

théordme ci-dessous,

THEOREME (BRUMER), - Soit K une extension cyclique de degré premier p de Q

le nombre hK de ses classes d'idéaux est norme d'un idéal entier du corps _Q_(P)

des racines p-idmes de l'unité. Pour que K admette une unité de Minkowski, il

faut que 1'un au moins des idéaux entiers de _;Q_Tp) de norme h.K soit principal,

et il suffit que tous soient principaux.

En utilisant des méthodes analogues, on démontre le résultat suivant.

THEOREME [4]). - Soit K une extension cyclique réelle de degré 4 , 8 ou 9 de

Q . Pour qu'il existe une unité de Minkowski, il faut et il suffit que, pour toute

extension intermédiaire L , on ait NK /L EK = EL .

Enongons enfin une dernidre propriété qui met en évidence le r8le joué par les

applications-normes.

PROPRIETE [15]s = Soit K wune extension galoisienne totalement réelle de Q ; si
K posséde une unité de Minkowski 1 , alors, pour toute extension intermédiaire

L, ona NK/L EK = EL . Si, de plus, 1/3 est galoisienne, NK/L N est unité de
Yinkowski de L .
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2. Structure du groupe des unités d'une extension diédrale de Q .

~

Soit K unme extension galoisienne de Q de degré 2p , p premier impair, de
g . 2

groupe de Galois G défini par les générateurs o , T , lies par P =1=1 et
ror~ ! =o~! . Notons L (resp. k) 1'extension intermédiaire de K[Q invariante

par T (resp. o) .

On utilise les résultats de i, P. LEE [13] sur la classification des _E[G]dmyhﬂes
de type fini, sous Z-torsion, en les appliquant a EK dont le Z-rang est donné
par le théoréme de Dirichlet. On note A (resp. AO) 1'anneau des entiers du corps
cyclotomique Q(p) dtindice 1p (resp. du sous=corps réel maximal de Q p) ) et C

une racine primitive p-idme de 1l'unité.

" 2e.1e Le cas imaginaire.

THEOREME 2.1 (N. MOSER [15]). - Soit K une extension diédrale imaginaire de Q,

alors EK est Z Gleisomorphe & un idéal de A sur lequel o agit comme la mul-

tiplication par ¢ , et T comme la conjugaison complexe. Cet idéal est soit de la

forme qA (type @) , soit de 1la forme (¢ - g-l)aA (type B) » o0 o est un idéal
. _ . o7 -

de Ay . Suivent que E, =B E‘i (resp. [EK : By }:.L] p) , on se trouve dans le

cas o (resp. ) .

Il est clair que B est Z Gl-monogdne si, et seulement si, g est principal.
D'autre part, on peut calculer dans ce cas particulier l'annulateur d'un générateur
de EK , et montrer que la remarque 1 se généralise, c'est-a~dire que l'existence
d'une unité de Minkowski équivaut a EK est E[G]—monogéne, ce qui conduit a

1'énoncé suivant.

COROLLAIRE [15]. - Soit K/Q une extension diédrale imaginaire de degré 2p ,

avec A, principal, alors K admet une unité de Minkowski.

Remarque 2, — On connait des valeurs de p pour lesquelles A0 n'est pas prin-

cipal, c'est notamment le cas de p = 257 .

Remarque 3. — Le théoréme 2.1 est en fait un résultat sur les _g[G]-modules éta-
blissant un isomorphisme entre EK et un idéal de A ambige relativement & AO .
Dans cet isomorphisme, Ec s'identifie au sous-module invariant par T , c'est ce

qui conduit & la classification suivant 1'indice [EK : By Eﬁsj .

Un examen plus détaillé de ces ‘§[G]—modu1es permet d‘'énoncer la propriété sui-

vante.

PROPRIETE 2.2 [15]. — Soit K[g une extension diédrale imaginaire, alors

+ +
2.2. Le cas réel.

Les résultats de M. P, LEE montrent que B, est 2Z[Gl-isomorphe & une, et & une
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seule, des sommes directes suivantes :
(o) 6, 49 a, 4 ®S-,
(8) (C-Q-l)alAeazA@S ,
) (¢-c¢Mo a0~ o, a5,
(6) o, 4@ (aya,8),
() (¢ - g-l)al A® (a2 A, S)

ou les 0y sont des idéaux entiers de AO , O S est isomorphe & Z avec action
triviale de o et actionde 7T , définie par passage & l'opposé, et ou (a2 A, s)

est une extension de A par S qu'il serait trop long de décrire,

62
Cn peut énoncer le théoréme suivant.

THEOREME 2.3 [15]. - La distinction entre les cas (a), (b), (c), (a) et (e)

s'opére grfce aux indices

[EK : EL ELCr Ek] =a et [Ek : NK/h EK] =b
comme suit ¢

cas (a) a=1 et b

P

il
i

cas (B) a=p et D

P

cas (y) = pL et b=p,

cas (§) a=p et =1,

p2 et pb=1.,

cas (¢) a

E[G]/NE[G] » OU N.—-erc x , appartient au type S .

On en déduit le corollaire suivant.

COROLLAIRE, - Soit K/Q une extension diédrale réelle, pour qu'il existe une

unité de Minkowski, il faut que

(By : By Bg B l=p et B =N/ B .

Si, de plus, Ao est principal, ces conditions sont suffisantes.

De la méme fagon que dans le casg imaginaire, on établit la propriété suivante.

PROPRIETE 2.4 [15]. = Soit K/Q une extension diédrale rdelle, alors N/, B -

3. Nombre de classe et exemples.

H, HASSE a donné, dans [9], la formule suivante :
1
=-—a
e B n

liant le nombre de classes hK d'un corps biquadratique K , & groupe de Galois
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isomorphe, au groupe de Klein, ceux de ses sous-corps quadratiques k1 ’ k2 ’ k3

et 1'indice a =[Up : Uk1 Uk2 U ] . Pormule o x vaut 1 ou 2 suivant que K
est imaginaire ou réel. N. MOSER a démontré, gréce a& un calcul de régulateur, a la
comparaison des fonctions zéta et des discriminants des différents corps qui inter-

viennent, une formule analogue dans le cas diédral.

THEOREME 3.1 [15]). - Soit K(g une extension diédrale de degré 2p , on pose

SR . B T . t imesinei
a [LK : By Eﬂvj si K est imaginaire,

a=[B : B Eo E ] si K est réel.

2 2 2 . e s
Alors h, = (a hy hk)/p (resp. by = (a hy hk)/p ) si K est imsginaire
(resp. réel).

Cet énoncé était connu de H, HASSE et C. MEYER [14] dans le cas L ='96ym) avec
m€ Z ,etde). ISHIDA [10] dans le cas p = 3, K imaginaire,

Pour obtenir des exemples, et illustrer les classifications données en 2.2, N,
MOSER utilise les résultats de la théorie du corps de classes, et ses conséquences,

en particulier celles qui tournent autour de la formule des classes ambiges.

THEOREME A [6]. - Soient K wune extension cyclique de degré p , premier impair

d'un corps de nombres k , hk;p la p-participation au nombre de clasges de k ,

et t 1le nombre d'idéaux premiers de k ramifiés dans K , alors le p-groupe des
. t-1
1 .
classes ambiges est d'ordre hk,p(p /[U] s (U] n NK/h K)]) .

THEOREME B [12]s = Soit K une extension cyclique de degré premier impair d'un

corps de nombres k , ramifiée en une place finie au plus, alors Uk = NK/k Uk .

THEOREME C [11]. - Si k est un corps de nombres, dont le p—groupe des classes

est cyclique d'ordre p , la p-tour des corps de classes de k est de longueur 1.

Donc si K est le p-corps de classes de k , p ne divise pas hK .

Les corps K =_g(j ’ 3&) ,ou n est un entier rationnel sans facteur cubique,
illustrent les deux types de ‘E[G]—modules EK du cas imaginaire, Pour que a = 3,
il suffit, d'aprés le théoréme 3.1, que (hL y 3) = (hk , 3) =1 . C'est le cas
lorsque m=2, 3,5, 6 (voir les tables de [ 3]). Des exemples o a = 1 sont
donnés par P. BARRUCAND et H. COHN [1], c'est le cas pour m =7, 13, 19 .

Dans le cas réel, il est moins facile de séparer les cas, le tableau ci-dessous

donne quelques exemples ¢

défzzgfzﬂ: L "1/ Pr/e x| r’;‘fi“?iésdéiﬁiwz?/h alb dzypgx fﬁ:‘éﬁﬁitiﬁm
X3x%-3+1  [22.37 | ;|11 1 5!’1 e |Th.B + Th 3.1
X 344X~1 2291 229 | 3| 1 0 3%1 § | Th.C+ Th 3.1
X3-6X+2 92.21 | 2111 2 93 vy | TheA +Th 3.1
X3=11X+2 22,3261 326 | 3] 1 1 131 & ! Th B + The 31
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Les tables utilisées sont celles de [2] et [7].

(1]
(2]
[3]

[4]

(5]
Le]
L7]
L8]

(9]
(0]
[11]
[12]
[13]
[14]

[15]
[16]
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