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PROPRIÉTÉS SPECTRALES EN ANALYSE NON ARCHIMÉDIENNE

par Alain ESCASSUT

Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU
(Théorie des nombres)
15e année, 1973/74, n° 17, 5 p. 18 mars 1974

Le chapitre V I de [2] a mis en évidence certains problèmes concernant les pro-

priétés spectrales en algèbre de Banach non archimédienne que nous essaierons 
ici

d’approfondir et de résoudre de façon plus générale.

Nous désignerons par K un corps value ultramétrique complet algébriquement clos.

1. Semi-normes spectrales.

Soit A une .£-algè bre de Banach unitaire dont la norme est notée Il.11 , soit X

l’ en semble des homomorphismes de A sur C et, pour tout x E A, soit eA(x)
l’ensemble des 03BB ~ C tels que x - X ne soit pas inversible dans A. Alors on

connaît la relation

vraie pour tout x ~ A et cette relation conduit à définir une semi-norme j)*))gp
appelée semi-norme spectrale par

Considérons maintenant une K-algèbre de Banach A dont la norme )).)) n’est

d’ ailleurs pas supposée ultramétrique. On peut naturellement définir une semi-norme

Par

et il est clair que Il.11 . De plus, il résulte du théorème 1 de [3] que si

l’on note Mult(A, l’ensemble des semi-normes multiplicatives de A conti-

nues pour la norme I,.~I , on a

D’autre part, si A n’est pas un corps, l’ensemble s À ~x~ des À E K , tels que

x - ~ ne soit pas inversible, est non vide pour tout x E A , et l’on peut définir

une semi-norme ~.~s par

qui vérifie de façon immédiate ~ du f ait que A est complète.

Enfin, si A admet au moins un idéal maximal de codimension 1, l’ensemble X

des homomorphismes de A sur K est non vide ainsi que les ensembles

et l’on peut définir une semi-norme par



et l’on a trivialement 
"

Mais contrairement au cas d’ une C-algèbre de Banach, la double inégalité

peut parf ois être stricte (~ 2 ~, théorème VI.12).

2. Propriétés (o), (p), (q).

Ceci nous conduit à étudier les trois propriétés suivantes :

Dans une K-algèbre de Banach ,qui n’est pas un corps, on notera (q) la propriété

Dans une K-algèbre de Banach, dont l’un au moins des idéaux maximaux est de co-

dimension 1, on notera (o) et (p) les propriétés

Par définition, on voit que A possède (p) si, et seulement si, elle possède (o)
et (q). Nous allons comparer de façon plus précise ces propriétés.

THEOREME 1. - Les propriétés (o) et (p) sont équivalentes dans la classe des K-

algèbres de Banach dont un idéal maximal au moins est de codimension 1 .

Preuve. - Soit A une K-algèbre de Banach, et supposons que A ne possède pas
la propriété (q)* On se ramène tout d’abord au cas où est une norme pour

laquelle A est complète, puis, grâce à un procédé de calcul fonctionnel holomor-

phe sur le spectre d’un élément x e A , tel que (Jx)j  Jjxj) . , et en utilisant
les propriétés des T-filtres ainsi qu’un résultat de MOTZKIN-ROBBA-GUENNEBAUD

(selon lequel de toute suite de disques non circonférenciés deux à deux disjoints,
dont la réunion est dense dans une couronne de K , on peut extraire une sous-suite

convergeant vers un point de K, [5] et [4], chap. IV, preuve de la proposition l),
on démontre l’existence d’un élément ~ e A qui est la limite d’une suite de frac-
tions rationnelles en x, sans pôle dans s (x) , tel que  ce qui
prouve que A ne satisfait pas (p) .

PROPOSITION 1. -Soit D l’ensemble des tels que )§) 1  1 , et soit
A =H(D)(T) l’algèbre des séries formelles restreintes en T à coefficients dans

H(D) , dont l’application identique sur D est notée x , Soit X= 1-xT , soit
r~)0 , l( , et soit S l’ensemble des polynômes en X 

où |ai| r peur tout i . Alors l’application ~.~Bs, définie sur l’algèbre
par



est norme, et l’algèbre de Banach B complétée de B pour cette norme possède la

propriété (q), mais non la propriété (p).

Preuve. - On montre que ))2014)) = -- et = 1 , tandis que, par construction,

~ possède la propriété (q).

Remarque. - Rappelons à ce sujet le théorème VI. 10 de ~2~j qui se généralise de
façon évidente dans le cas d’une K-algèbre de Banach unitaire A, même si la

norme de A n’est pas ultramétrique.

Soit A une K-algèbre de Banach unitaire, qui possède la propriété (p). Soit x

un élément de A dont les composantes infra~connexes du spectre D sont en nombre

fini n et notées D , . o . , D . et soit A. ==D. n A
(1  i  n) . Alors A, est une frontière analytique de D. (i  i  n) .

3. Idem otents associés.

Soit A une C-algèbre de Banach, et soit x E A .

On dit qu’un idempotent u de A est associé à x et à une partie E de

s (x) si, pour tout 9 E ~ tel que c~(x~ E E , on a m(u~ ~ 1 , et pour tout
cp ~ X tel que E , on a cp(u) = 0 o On a donné, dans [1] et [2], une défi-
tion semblable de la notion dtidempotents associés, et on a obtenu certains résul-
tats dans le cas où A possède la propriété (p). Toutefois, il apparaît que si
l’on veut obtenir des résultats plus généraux (en particulier si A ne satisfait

plus (p) mais seulement (q)), il est préférable de considérer une notion légèrement
différente d’idempotents associés qui coïncide toutefois avec la précédent~ si A

satisfait -la propriété (p), d’après les théorèmes VI.10 et VI.15

Définition. - Soient A une K-algèbre de Banach,  l’ensemble des homomor-

phismes de A sur des extensions de K , et soit x ~ A . Nous dirons qu’un idempou
tent u de A est associé à x et à une partie E de s (x) si, pour tout

tel que E , on a 03C6(u) = 1 et si, pour tout 03C6 ~  tel que 
E K , on a ~(u~ ~ 0 .

Remarque. - Si l’algèbre A possède la propriété (p), la nouvelle définition
d’un idempotent associé à x et à E c s (x) coïncide avec celle et [2J,
et tous les résultats et [2] s’appliquent à cette nouvelle définitions En
particulier, si A satisfait (p) et s’il existe un idempotent associé à x et à

E , il est unique ([2], théorème 

Pour généraliser le théorème VI.16 de [2], nous devrons utiliser les résultats de
~3~ sur les semi-normes multiplicatives continues de l’algèbre K(D) des fractions

rationnelles sans pôle dans un :fermé borné D de K .

Définition. - Nous dirons qu’une couronne vide r de D est x-fendue si elle



possède la propriété

THEOREME 2. - Soit A une K-algèbre de Banach unitaire qui n’est pas un corps.

Soit x ~ A , soit D=a.(x) , et soit r une couronne x-fendue de D. Alors

il existe un idempotent associé à x j~b ~0~) (resp. à SÛ~)) . De plus,
si les composantes infra-connexes de D sont en nombre fini (D , ..., D) , et
si toute couronne vide de D est x-fendue, alors il existe une famille d’idempo-

tents u. tels que ui soit associé à x et et tels que

(Les couronnes vides r de D sont définies notamment dans [2~ IV, ainsi que

et g(r) ).

Preuve. - La démonstration du théorème 2 s’apparente naturellement à celle du

théorème VI. 16 de [2]. Mais, à la différence de cette dernière, il faut ici utili-

ser la semi-norme de l’algèbre A, à l’aide du lemme qui précède.

COROLLAIRE 1. - Soit A une K-algèbre de Banach unitaire qui n’est pas un corps

et qui possède la propriété (q) ; alors , pour toute couronne vide r de 
il existe un idempotent associé à x et S(r) (resp. x et ë(r)) ; de même, si
les composantes infra-connexes de D sont en nombre fini n, il existe une famil-

le d’idempotents u. (l ~ i : n) associés à x et à et satisfaisant (l)
et (2). Enfin, si A admet au moins un idéal maximal de codimension 1 et possède
la propriété (p), les idempotents u. existent, et sont uniques.

COROLLAIRE 2. - Soit A une K-algèbre de Banach unitaire qui n’est pas un corps,

qui possède la propriété (q), et dont les idempotents sont en nombre fini N.
Alors, pour tout x ~ A , le nombre des composantes infra’-connexes de est

majoré par N.
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