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Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU 14~01
(Théorie des nombres)
15¢ année, 1973/74, n° 14, 7 p. 25 février 1974

VARIATIONS SUR UN THEME DE SIEGEL-HECKE

par Henri COHEN

O. Théme.

SIEGEL [4] a démontré le théordme suivant (voir [2]) :

THEOREME O. - Soient K un corps totalement réel de degré r sur Q , b la

différente de K , et k un entier positif pair. Posonms :

g (z) = Zn_>,0 a,(n) Q" (q = exp 2inz)
avec

27 g (1 - x)

I

2, (0)
a.k(n) = ZxEE Zc:xb (NO)k-l pour n>1
n

ou En={x6b-1; x>>0 et Trx=n}, Alors, si (r, %) #(1,2), &,
est une forme modulaire de poids rk sur SLZ(__Z_) .

Le but de cet exposé est d'expliciter ce théordme et des propositions annexes
dans les cas les plus simples, Les démonstrations détaillées, ainsi que des résul-

tats plus complets, se trouvent dans [17].

1, Variation 1 .

Nous supposerons d'abord que K est un corps quadratique réel de discriminant

D, Soit xp le caractére non trivial de K défini par xD(m) = (-ll%) e« O a
(n) = % - z &ls  (a)
& | a|<v/D,a=nD(mod 2) a](n2 p-a2)/4 a,n,D

ou Sa,n,D(d) = zan((a+m/]5)/2),Na=d 1 . On démontre sans difficulté le résultet

suivant.

(a) = 2
e|(a,n,d,((n? D~a2)/44))

Posons alors la définition suivante

PROPOSITION 1.1 = Sa.n,D xple) .

DEFINITION 1.2. - Soient z € C et x € R . On définit a,(x) :

. 2
(a) Si x>0 est entier, o-z(x) = Zdlx a ,
(v) cz(O) = % ¢(- z) pour z # - 1 ,

(e) az(x)=0 si x£¥.

On déduit de la proposition 1.1 le théordme suivant.
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THEOREME 1.3. - Pour tout n > 1 ,

2
{ofa)" 2 - %) |

a(n) = Zdln a<t xp() Zaeg;_ ka1

ou la sommation sur a n'a pas besoin d'@tre précisée, grfice & la définition 1,2,

20 Variation 2 .

Les résultats précédents permettent de donner des formules explicites pour les
valeurs de la fonction z&ta des corps quadratiques réels aux entiers négatifs : On
utilise le théordme 1.3 ainsi que [4] (p. 90). D'oh, par exemple, le résultat

suivant,

THEOREME 2.1.
D~ a
tx(-1) = 60 an o,(=5—)

(=3 = zaez o (252 a” )

2
(- %) = 7135 [2 acz 95 = %)+ (204 320x(2))) 2 acz 053]

et ainsi de suite.

Ces formules sont, & ma connaissance, le moyen le plus rapide pour calculer

CK(I - k) pour un corps quadratique réel K .

3, Variation 3 .

Pour tout z €C et m=0 ou 1 (mod 4) , posons

2
m-a
cz(m) = Zaeg_ cz(—T-

Notre but est de calculer cl(m) et c3(m) pour tout m , Le théoréme 2.1 donne
leur valeur quand m est un discriminant. On déduit en fait aisément du théorime
1.3, le suivant.

THEOREME 3.1. - Si D est un discriminant et k=2 ou 4 :

(8% D) = (Z 1, &7 % (@) w(@) 0 (0/0)) €, (D)

Soit encore, dans le langage des séries de Dirichlet, un corollaire.

COROLLAIRE 3.2. = Sous les mémes hypothdses,

ck_l(n2 D) . _
231 R 30k (1 = k) %%:)-ngi 121f ;:191)

(1 - 21 5 (p) p™°)
BOKC:K(]' - k) np premier (1 - p—s)(lxn k= 1 )

(Comparer avec [3], p. 70-71).
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Ceci fournit la valeur de cl(m) et cs(m) quand m n'est pas un carré.

Quand m = n2 est un carré, on fait le calcul par des procédés élémentaires. On

démontre d'abord le résultat suivant.

PROPOSITION 3.3.

(a) oz(n) cz(m) = Zﬁl(n,m) a® 0263%) ’
(v) lemm o (m) o (n=m = Zdln a? lemq/d o, (n((n/d) = mn)) .

D'autre part, avec les notations de [5], on a
2(z) =B (z) s+ B(z) = S m
E4(z) = E8(z) ; Ez(z) = E4(z) + Ez(z) .

On en déduit aisément un nouveau théoréme.
THEOREME 3.4.

() o,(n®) =2 %), u(d) wy@ -5 2%,
() o500 =5 &, u(@) @0, .

COROLLAIRE 3.5.

c, (n2)
(a) 2 1ns = ‘22' Q(sgé(f -1')3) -2¢ls-2),
(b) 2 03(n2) _ 1 g(s) (s =7) .

n>1 ) 120 g(s - 3)

n

On constate donc que le corollaire 3.2 est aussi valable pour D=1, & un terme

correctif prés pour ¢, , en convenant que gK = QQ x QQ .

1

4, Variation 4 .

]

2
Posons 0(z) = sez q¢® , (q=exp 2inz) , et comme précédemment soit

E2(z) = - 24 z%zo cl(n) < .
Le variation 3 fournit les coefficients de la fonction 8(z) E2(4z) . Bn utili-
sant la théorie des formes modulaires de poids demi-entier (voir [ 3]), on démontre
sans difficulté la proposition suivante.

PROPOSITION 4.1.

"
,(4z) 0'(2) = EY(42) o(z) + L2,
On en déduit les corollaires suivants.

COROLLAIRE 4.2,

2 2 0O si n non carré,
T8t By =2% o (B - Ty .
sez 1\ 4 5 “sez 71 4 2n(n - 1) si n carré,

15
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COROLLAIRE 4.3.

By(2) 6(2) + 2e:§2) .

Ez(z) 8'(z) =

N N

En combinant ce corollaire avec la proposition 4.1, on obtient un nouveau corol-

laire, dfi & Jacobi.

COROLLAIRE 4.4.
. 4E,(4z) - E o(2)
(a) 67(2)

3 H
(v) r4(n) 8(01('n) - 4o (n/4)) ’

o on pose, pour tout k , 6X(z) = n>0 k(n) < .

I1 existe des relations analogues pour O3 mais elles sont plus compliquées.

Citons, par exemple, la relation suivante,

PROPOSITION 4.5.

2 2
2 n-s n n-s n=-s
Zseg s 03( 4 ) --9- c3( =) - 18 ZsesZ 01( 4 )
n s 5 n_sz 0O si n non carré,
+ % 2gez 8" 0y ) ) -

2n(n-ll( 3n-2)

sin carré

5 Variation 5 .

On peut utiliser les résultats précédents pour calculer rs(n) . Par exemple, si

n est un discriminant, on a
n - 82
rs(n) Zl 'Q/n r4(n -8 ) SEZ (n -8 ) ez 1( )
Donc, d'aprds les théordmes 2.1 et 3.1,
2
n n-s"y _ _ (B e (e
rg(n) = (8(9 - 2(3)) - 32) %, 0, (F7=) = 480(5 - 2(3)) op/py(= 1) -
Plus généralement, si on convient que
gQ(J;)(- 1) = (gQ(— 1))2 = 1/144 si n est un carré,

on démontre, de la méme fagon, le théoréme ci-aprés,.

D.(2* f)2 , o0 D est 1 ouun discriminant, f un
~1)e=(n=2,3 (mod 4))]. Alors

THEOREME 5¢1. = Posons n
entier impair, o > - 1 [(«

r5(n)=%[23°’+5+3-2xb(2)(23a+ 2+3)Zl(2d_;f axp(a) u(a) o3(f/d))x4so;3(@)(-1) .

6e Variation 6 .

Nous allons maintenant examiner 1'application du théordme O aux cas o K est un

corps cubique totalement réel.

Soient K = Q(8) un corps cubique totalement réel, o, et o, les K-

1
isomorphismes non triviaux de K dans une cl8ture algébrique de K , et (ul,uz,ua)
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une base des entiers de X . Si (d1 » 4y d3) est la base duale de (ul,uz,uB)
(ctest-a~dire telle que Tr(di uj) = 6ij ), alors (d1 » dy s d3) est une base de
la co-différente b"1 . Pour des raisons techniques, nous supposerons que la base

d'entiers est telle que Tr d3 =1 (Par exemple, en prenant u3 =1 ).

On peut écrire :

2 (n) = erEn 24 | (xp) gt s,(a)

o s (d) = 2 1.

a=xb,Nq=d
Malheureusement, contrairement au cas quadratique, je ne connais pes de formule

simple analogue & la proposition 1.1 et donnant Sx(d) « Dans chaque cas, il faut

faire un calcul particulier, Toutefois, on peut donner une bonne description de

E .
n

THéORhME 6.1. — Supposons Tr d3 =1, Soit T 1le triangle de sommets (ui,uz) H
(cl u, 90 u2) : (02 w50, u2) . Alors :
E,={x; x=na(d -d;Trd)+ b(d, - dy Tr d,) + d;7}

by

ol (a , b) parcourt l'ensemble An des points & coordonnées multiples de 1/n a

1'intérieur du triangle T ,

COROLLAIRE 6,2. - Si on prend ug = 1,
E,={x; x=mnlad +bd,+d5), (a,v)en}.
Enfin on déduit du théordme O une nouvelle proposition.
PROPOSITION 6.3,
QK(" 1) =-'61—38.2(1) ’

tx(- 3) = 57575 (2,(2) + 24a,(1)) ,

et ainsi de suite,

Ce qui précéde s'étend sans difficulté & un corps totalement réel de degré quel-
conque,

7. Exenmple,

Soit K 1le corps cubique non abélien de discriminant 257 . On a K = Q(B) s OU
@ est racine de 1'équation @

3

X =X° @& +3=0.

On sait que (8 , 82, 1) est une base des entiers de K , d'ol, en appelant
(d1 ’ d2 ’ d3) la base duale :

B, = {x; x =ad +bd,+dy, (a,b)eAl},

A, étant 1'ensemble des points & coordonnées entidres 2 1'intérieur du triangle T



de sommets

e2

(e ) 92)3 (U

Un calcul numérique montre

05713540'-

0,50914...

d'olh la figure :

I1 y a donc 7 peints dans

sb)=("

N(xp) =

N(xp) = 5
N(xp) =7
N(xb) =9
Quand xb
Or, quand

3 pour (a

.
H

.
’

que
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2
19,0162); (029,026).
1 G = 2519869-00 H U? 9 =—1’912230-o
62 = 4,83424.-0 sy © 92 = 3'65662000

2

-2

pour (a ’ b)
pour (a ’ b)

pour (a , D)

est un idéal premier, il est clair que

Lle(xb) *

1

=1 5 1 5 3
E1 o On obtient :
1,3, (0,4,(u,2),
(0,2, (,4),
(1,3,
(o, 3).
5 () = Zu:mb(NO)k-l =1+ (N(xp))*~t

N(xb) =3,5 ou 7, xb est premier, et on vérifie que, pour

(ayb)=(0, 3), xo est également un idéal premier, mais de degré 2 . Il en

résulte que

a (1) =7+ 3x 34 2% 51 4 771 il

et en particulier :

QK(" 1) =""§o

D'autres exemples se trouvent dans [1].
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