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VARIATIONS SUR UN THÈME DE SIEGEL-HECKE

par Henri COHEN

Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU
(Théorie des nombres)
15e année, 1973/74, n° 14, 7 p. 25 février 1974

0. Thème.

SIEGEL [4] a démontré le théorème suivant (voir [2]) :

THEOREME 0. - Soient K . un corps totalement réel de degré r sur Q, b la

différente de K , et k un entier positif pair. Posons :

En Trx ~n) , Alors, ~ (r,k)~(l , 2), g.
est une forme modulaire de poids rk sur 

Le but de cet exposé est d’expliciter ce théorème et des propositions annexes
dans les cas les plus simples. Les démonstrations détaillées, ainsi que tes résul-
tats plus complets, se trouvent dans ~1~

1. Variation 1.

Nous supposerons d’abord que K est un corps quadratique réel de discriminant
D. Soit ~ le caractère non trivial de K défini par = (~) . On a

où = démontre sans difficulté le résultat
suivant.

PROPOSITION 1.1. - S ,,(d) = 1 . )/4d» 
Posons alors la définition suivante :

DÉFINITION 1.2. - Soient z =C et x 6 R. On définit cr (x) :’’ ’~’ ’ ’~ ~2014 2014201420142014 ’ 20142014~~ ~

(a) Si x>0 est entier, a (x) ==I.t d~ ,2014 

~j~ y

On déduit de la proposition 1.1 le théorème suivant.



THEOREME 1.3. - Pour tout 

où la sommation sur a n’ a pas besoin d’être préc isée , grâce à la définition 1 ! 2,

2. Variation 2 .

Les résultats précédents permettent de donner des formules explicites pour les

valeurs de la fonction zêta des corps quadratiques réels aux entiers négatifs : On
utilise le théorème 1.3 ainsi que [4] (p. 90). D’où, par exemple, le résultat
suivant.

THEOREME 2.1.

et ainsi de suite.

Ces formules sont, à ma connaissance, le moyen le plus rapide pour calculer

CK( 1 - k) pour un corps quadratique réel K.

3. Variation 3 .

Pour tout z eC et m ~ 0 ou 1 (mod 4), posons

Notre but est de calculer et c 3 ~m~ pour tout m , Le théorème 2.1 donne
leur valeur quand m est un discriminant. On déduit en fait aisément du théorème

1.3, le suivant.

’" ,

THEOREME 3.1. - Si D est un discriminant et k = 2 ou 4 :

Soit encore, dans le langage des séries de Dirichlet, un corollaire.

COROLLAIRE 3.2. - Sous les mêmes hypothèses,

(Comparer avec [3], p. 70-71).



Ceci fournit la valeur de c 1 ~m~ et c 3 ~m~ quand m n’est pas un carré.

Q uand m = n2 est un carré, on fait le calcul par des procédés élémentaires. On

démontre d’abord le résultat suivant.

PROPOSITION 3.3.

D’autre part, avec les notations de [5J, on a

On en déduit aisément un nouveau théorème.

j ,

THEOREME 3.4.

On constate donc que le corollaire 3.2 est aussi valable pour D = 1 , à un terme

correctif près pour cl ’ en convenant que 03B6K = 03B6Q  03B6Q .

La variation 3 fournit les coefficients de la fonction E 2 ~4z~ . En utili-
sant la théorie des formes modulaires de poids demi-entier (voir [3J), on démontre
sans difficulté la proposition suivante.

PROPOSITION 4.1.

On en déduit les corollaires suivants.

COROLLAIRE 4.2.



COROLLAIRE 4.3.

En combinant ce corollaire avec la proposition 4.1, on obtient un nouveau corol-

laire, dû à Jacobi.

COROLLAIRE 4.4. , ,

où on pose, pour tout k , 03B8k(z) = 03A3n0 rk(n) qn .
Il existe des relations analogues pour 03C33 , mais elles sont plus compliquées.

C it ons , par exemple , la relation suivante,

PROPOSITION 4.5.

5. Variation 5.

On peut utiliser les résultats précédents pour calculer r5(n) . Par exemple, si
n est un discriminant, on a

Donc, d’après les théorèmes 2.1 et 3.1,

Plus généralement, si on convient que

on démontre, de la même façon, le théorème ci-après.

THEOREME 5.1. - Posons n==D.(2~f) ~ où D est 1 ou un discriminant, f un
entier 1 [ (a = _ 1~ ~, (n - 2, 3 (mod 4~ ~ ~ . Alors

6. Variation 6 .

Nous allons maintenant examiner l’application du théorème 0 aux cas où K est un

corps cubique totalement réel.

Soient K = un corps cubique totalement réel, ai et Q 2 les K-

isomorphismes non triviaux de K dans une clôture algébrique de K , et (ul,u2,uj



une base des entiers de K ~ Si (d y d~) est la base duale de 

(c’est-à-dire telle que Tr(d. u.) = 6.. ), alors (d , dp , dJ est une base de

la co-différente b" . Pour des raisons techniques, nous supposerons que la base
d’entiers est telle que Tr d.. == 1 (Par exemple, en prenant u~ == 1 ).

On peut écrire:

~ ~(d) = 
Malheureusement, contrairement au cas quadratique, je ne connais pas de formule

simple analogue à la proposition 1.1 et donnant S (d) . Dans chaque cas, il faut
faire un calcul particulier. Toutefois, on peut donner une bonne description de

"n-
THÉORÈME 6.1. - Supposons Tr d3 = 1 . Soit T le triangle de sommets (u1,u2) ;
u~ , o~ u~) ; u~ , o~ u~) . Alors :

où (a , b) parcourt l’ensemble p des points à coordonnées multiples de 1/n à
l’intérieur du triangle T.

COROLLAIRE 6. 2. - S i on prend u~ 
= 1 ,

Enfin on déduit du théorème 0 une nouvelle proposition.

PROPOSITION 6.3.

e t ainsi de suite.

Ce qui précède s’étend sans difficulté à un corps totalement réel de degré quel-
conque.

7. Exemple.

Soit K le corps cubique non abélien de discriminant 257. On a K = Q~8 ~ , où
e est racine de l’équation : 

’

On sait que (a, e , 1) est une base des entiers de K ~ d’où, en appelant

(dl’ d~ ~ d ~ la base duale :

03941 étant l’ensemble des points à coordonnées entières à l’intérieur du triangle T



Un calcul numérique montre que

Il y a donc 7 peints dans On obtient :

N(xb) = 3 pour (a ~ b) =(- 1 , 3), (0 , 4) , (1 , 2) ,

5 pour (a, b) = (0 , 2) , (1 , 4) ,

N(xb) =7 pour (a , b) = (1, 3) ,

N(xb) = 9 pour (a, b) = (~ , 3) .

Quand xb est un idéal premier, il est clair que

Or, quand N(xb) = 3 , 5 ou 7 , xb est premier, et on vérifie que, pour

(a , b) = (0 , 3), xb est également un idéal premier, mais de degré 2. Il en

résulte que

D’autres exemples se trouvent dans 
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