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MESURES ET ELEMENTS ANALYTIQUES p-ADIQUES

par Daniel BARSKY

On donne une condition nécessaire pour qu'une série de Taylor, a coefficients

dans E@ , 80it un élément analytique au sens de KRASNER sur le cercle de centre O

et de rayon 1 .

1. Notations.,

Z@ est 1'anneau des entiers p-adiques, QT son corps des fractions, Ep le
complété de la cl8ture algébrique de gp . On note C 1'espace des fonctions con-

3 t - . a -
tinues de Zp dans Ep , et C' son dual. M = {x€ Ep s x| <1}, b(l )- est
l'espace des séries de Taylor & coefficients bornés de rayon de convergence 1 .

Si p € C', on pose

lll = suppo(l@led|/sup g, 20
Sp

2. Résultat.

Tout d'abord nous poserons quelques définitions.

DEFINITION 1 [2]. = Une mesure p est un élément du dual C' de C .

DEFINITION 2 [2]. - Une mesure n est 3 densité au point x par rapport & la

suite i —QIH. si, et seulement si, la limite suivante existe

lim Q*‘wx,hi> = dp(x) ’

32 ¢x,h (y) est la fonction caractéristique de la boule B(x ’ hi) de centre x
i

Tn

et de rayon 1/p .

On sait [4] que si (ei) est une base normale de C , alors, si (e?)

ieN . ieN
sont des éléments de C' tels que (e:}ej) = 63 , on peut écrire tout élément de
' = * A) . rd ' e 7.
C' sous la forme Zre@ a, en s OU (an)ngg est une suite bornée d'élément de
C , la série du second membre convergeant au sens de la convergence simple sur C,

et |l = supoo la | « Donc C =~4" .

De m&me, si 1'on munit ﬂb(l-) de la norme sup des coefficients, il est clair
que l'on a un isomorphisme d'espace de Banach entre ﬂb(l—) et 47 , donc entre

Ct et Gb(l-) . Nous allons préciser maintenant ceci.

. n - .
Soit F(X) ==Zn20 a X~ € ab(l ) . On sait [1] que les polynbmes (z) (n=0)

forment une base normale de C . Donc on peut trouver une mesure g telle que

<P‘Fl<i)>=an’ Vn20.
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On peut donc écrire
X n X n
F(x) = Z o Gpl (D) X3 P(K) = Gugl2 o () x™) .
or 2 (z) = (1+x)F si

Xl <1, PR) = G@gl(1 +0)%) .

PROPOSITION, - A tout élément T € Gb(l-) , on peut associer de manidre biunivo=-

que un élément Mp € C* , défini par

Gpl (1 + DX =rx), VXen.

Si l'on mumi C' de la norme || || , et ab(l-) de la norme sup des coeffi-

cients, cette correspondance est une isométrie d'espaces de Banach.

Posons
0 si |x+3+1]> 1/ph(3)+1
v . . (x) =

=J-1 1 si Jx+3+1] g 1/ph(j)+1

C'est la fonction caractéristique de la boule B~ j -1 ’ h(j) + 1) de centre

. h(j)+ . . . . h
-~ j=-1 et de rayon l/p (J) 1 ( J = Jj + 31 P+ eee + Jh(j) P J ).

On sait [ 3] que (w_j_l(x))jao est une base normale de C , Donec o3
(1) I( )y = 13 E?h—l l y (1 r)-j-l ( )-j-1+j(h(j) P
1) Qgpl(1 + X)7) = lin, =0 Gple_y ) ((L+X -{1+X

)

h
ou encore, en posant bj = <“Flv—j-1,h
h

XN 14 P -1 I Vi+HL -1 h i+
@pl (1 + X)) = lin 520 QﬂF;¢_j_1,h)/(1 +X)°7 = lim 2§=o bj/(l + X)

)J+1 une suite de fractions rationnelles

h
IEMME 1. - Soit F,(X) = Z§_61 b?/(l + X
. - - h
convergeant simplement sur M vers F(X) e ﬂb(l ) . Pour que bj = <“F|¢-j-1,h> ,
il faut et il suffit que, YV h 20, VXeM,

h
7, () - FR)] s 11 - /(0 + 0P ] [e(m)]

(o &(X) est borné pour tout X € M ).

La condition nécessaire découle de l'expression (1). La condition suffisante pro-

vient de :
Fh(u -1)=-Plu-1)=0

. . h . -y N i p .
si ue Vh groupe des racines p —itéme de 1'unité. D'aprd®s la condition nécessaire,

ceci entraine que, V u € Vh ,

h
-1 .
%;O (Gwple_s_) - b?)/u;’+1 =0

h
donc <“Fl¢-j-1> - bj =0 .
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THEOREME. - Tout &lément analytique au sens de KRASNER de ﬂb(l-) possdde une

mesure associée qui est & densité sur les entiers strictement négatifs pour la

suite h -- h! .

On peut montrer que la mesure associée est aussi & densité sur les enti>rs posi-

tifs ou nuls, KNous allons utiliser 2 lemmes pour démontrer ce théoréme.

LEMME 2. - Les mesures & densités au point x gpour la suite i -a-hi forment un

sous~espace ferné de C' muni de la norme || || .

Soient (“n)neN et  des mesures telles que

~

1i =0,

M e By = Bl
on suppose qu'au point x , et pour la suite 1 -ﬁ.hi , les Hoy sont a densité.

Pour n et m assez grands,

i(“‘ntcpx h > - <b‘hml<pxh >I <eg ’
’i !’i

donc Id (x) -d (x)| < g . La suite d (x) est donc de Cauchy, elle admet une
n L M
sy . s
limite £ . Montrons que £ = lim, (p|¢x,hi> . Or on a

L - <“'|<Px’h1> =4 - du‘n(X) + dp‘n(X) - <“'n|cPX’hi> + <H‘n!cPX’hl> - <“‘I‘px’hi> ’

et la conclusion du lemme en découle.

LEMME 3. ~ Toute fraction rationnelle sans pdle dans M admet une mesure asso-

ciée qui est & densité sur les entiers négatifs pour la suite h —==yh! .

I1 suffit de montrer le lemme pour les fractions du type 1/(X - a)1 y OU a é M.
On va raisomner par récurrence sur i . Si i=1, on a
h .
1 yP -1 (1 + a)d
h j=0 J+1
1 - (1 + a)p (1 + X)

X -a limh~*»

1 - (.L_t&)Ph
-1 1 1+ X
= o h X ~-a !
1~ (1 + a)p
(15 )P
s 1 _ 1 1+ a 1
=lim 7+ (1 ) F X - =

(1 +3) 1-(1+2a)?
donc, d'aprés le lemme 1,

o (+a)d
(“‘alcp j"'l,h> - 4 h ’

) 1 - (1+a)?
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- gi Ial >1, alors

llmhram <IJ"alq’-j—l,h'.) =0
- gi |a‘ =1 et si ga est la racine (pr - 1)-idme la plus proche de 1 + a ,

on a

Limy o Gole s ) p) = (14 a)/1 - ¢,

.« 7 i s 7 N
(on note b la mesure associée a l/X - a ). Notons pg ) la mesure associée a

1/(X - a)i y et faisons 1l'hypothése de récurrence suivante

(1) (3 1) (1 ; a)é_i+1
40 3 . — 1 - -
10 lim e g ‘¢-j-1’h!> ) 0 si |a| >1 :

si Ial =1

\2° la convergence est uniiorme en j pour j € N .

Gréce au lemme 1, on montre, en utilisant le fait que 1/(X-a)i+1=1/(X-a)l.I/X-a ’
que '
(i+1) =1, (1)
o ey me) = Feeg Wy 19y ) Galeg )

th!-l (i)| |

+a o0 o e, ) G le )
k=j a k~-1,h! a -fhﬂbjdﬂ
et le lemme 3 découle de cette formule.

Le théoréme découle immédiatement des lemmes 2 et 3.
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