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REPARTITION modulo 1 DE f(p )
QUAND f EST UNE FONCTION RETIERE

par Georges RIIN

1o Introduction et résultats.

En utilisant le critére de WEYL [7], il est immédiat de démontrer que la suite
(02) oy
son livre [5], I. M. VINOGRADOV démontre que la suite (pn &)n>1 » ou p désigne

=

est équirépartie modulo 1 (E. R. (1)) si, et seulement si, o ¢'g . Dans

le n-iéme nombre premier, est L. R. (1) si et seulement si, « ¢'g . De méme,
1'inégalité de VAN DER CORPUT permet de démontrer que la suite (al n+...+ak nk)n>1
est E. R. (1) si 1'un des ay est irrationnel. En 1948 [6], VINOGRADOV donne des
conditions suffisantes sur 1'un des coefficients o, (2g i < k) pour que la suite
k . . . .
(al pn + se0 + e pn)n21 soit E. R. (1) . En fait, cette suite est E. R. (1) si,

et seulement si, 1'un des coefficients oy (1 £1igXk) est irrationnel [4].

Récemment G. RAUZY ([27] et [3]) a démontré que si f était une fonction entidre
£(x) = Z£>O vy Xk non réduite & un polyndme, prenant des valeurs réelles sur l'axe
réel et telle que

{log log supy j_ lf(z)l)
(1) 1in |} |z <

r*knl log log r )
alors la suite (Kf(n))n>1 était E. R. (1) pour tout X # 0 .

EN(N)|

Nous démontrons le résultat suivant.

THEOREME 1. - Soit f une fonction entidre qui satisfait aux conditions ci-

dessus. Alors la suite (hf(pn))n>1 est équirépartie modulo 1 pour tout A # 0 .

Nous indiquerons en premier lieu quelques propriétés des fonctions f , puis nous

donnerons les étapes de la démonstration du théordme 1.

2. Quelques propriétés de f [3].
Les inégalités de Cauchy entrainent qu'il existe o > 0 tel que
. S5+4¢
(2) lim log(l/lvn!)/n =+,
Nous définissons la suite (nk) de la fagon suivante :
(1) n, est le plus petit entier tel que ‘vn #0 ,

(ii) si n, est défini, on pose £k = log l/lvn |, et m, égal & la borne su-

- . k
périsure des nombres réels m tels que

Yn Z»nk , log 1/!vn| > Lk + m(n - nk) .
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Dyiq est alors le plus grand entier n tel que
log 1/|vn| = zk + mk(n - nk) .
n o existe d'aprds la condition (2).

En fait, les points (nk ’ 2k) sont les sommets du "polygone de Newton" de f ,

c'est-a~dire de 1l'enveloppe convexe inférieure des points (n, log(1/|vnl)) .

On pose

n_ 4 p m -(n, +1)
k “k Xk _ _ K
pk =5 Pk =e ’ Mk = e et Qk =4 Mk .
nk -2
Il existe k, tel que (d'aprés [3]),

L
¥k >k k <
1 n

Nous supposerons maintenant que k >k

Nous avons, pour x € (o, Qk] ’

(n+1) N v |
s Rl SERES
Si
At
g(x) = chl:o (—}-‘-;,—“I)— f(")(H) et 0<P =-H,

nous avons, pour P - HgxgH,

- v |
v
1£(x) - g(x)] g 22 B pBH

< .k

qui tend vers O en raison du choix de Mk et Pk . De plus, le coefficient o« ,

le plus haut degré de g(x) , vérifie

|
N PE

3. Les étages de la démonstration du théoréme 1.

I1 est clair que si f vérifie les conditions du paragraphe 1, Af , pour A # 0,

les vérifie aussi. Le théoréme sera donc démontré si la somme

(3) 5=2 g ele(p) ou e(x) = &MF

Y

vérifie 1imN4m'ﬁT%7“°()'P°ur N assez grand, il existe k tel que P,_< N < Qk .

k
De plus, il existe s tel que s 2k et

1 1
(4) (1 - %)p, < log ¥ g (1 -—— )Pgyy
n n
s s+1

Nous poserons r = log N .

Pour utiliser les méthodes de VINOGRADOV majorant ies sommes doubles, nous exami-—

nerons la somme

z e(f(x)) ou F = ﬂp/q1/4 P .

- ZXQN’(X’F)=1

au lieu de la somme S , car nous avons S = 3 + T, + o(N1/4) |, ot les x de la
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somme 21 sont produits de deux ou trois nombres premiers et

£ = 24/p,amer W(d)
(a) si (1 - (1/n§))ps <rg(2- (1/&h»ps , nous découperons 1l'intervalle [1,N]

e(f(dm)) .

en intervalles plus petits, et nous approcherons dans chaque intervalle f(x) par

un polyndme g(x) de degré n dont le coefficient de plus haut degré o véri-

fiera %Jvn < @ <-§lvn| . On pourra alors utiliser le lemme 9, chapitre I de [5],

et le théordme de la valeur moyenne de VINOGRADOV ([1], p. 181).

(p) si (2 - (1/ns))Ps <rg ps+1/(ns +1) , nous approcherons dans tout 1'inter-
valle de sommation f(x) par Zgio vy xt , et nous approcherons v, par ses ré-
duites v, = ai/qi + ei/(qi Ti) . Nous serons alors ramenés & des démonstrations de
méne type que celles utilisées dans [ 4]. Malheureusement, les démonstrations ne

peuvent pas s'utiliser directement car ici le degré du polyn8me tend vers 1'infini

avec N .
(c) Si Ps+1/ns+1 <r( (1 - (1/n§+1))ps+1 » On approche f(x) par le polyndme

n
thgl Ve :? , et 1'on opdre comme ci-dessus.

Remarquons enfin que l'on ne peut pas remplacer la constante 5/4 de (1) par c&>2
d'aprés [ 3], et que son remplacement par 4/3 dépend directement de 1'amélioration

du théoréme de la valeur moyenne de VINOGRADOV ([ 1], ». 181).
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