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THÉORIE DE BAIRE p-ADIQUE

par Daniel BARSKY

Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU

(Théorie des nombres)
14e année, 1972/73, n° 19, 5 p. 26 mars 1973

1. 

On désire caractériser les limites simples de fonctions continues de Z dans
~p

Q .
Z est le complété de Z pour la norme p-adique définie par )a - b) | = m

avec (m , p) = 1 .

Q. est le corps des fractions de Z .
~,p -P

Une suite très bien répartie bien ordonnée (en abrégé T. B. R. B. 0.) de Z est

une suite d’éléments de Z telle que ~u. - u,~ = ji - j) (par exemple,
la suite des entiers naturels.) (voir et [~-~~ .

On sait que [1 ]

~ (x) est la fonction caractéristique de la boule ~ h(n) + 1) de centre

un et de rayon 1~(ph~n~+1~ 9 ~x h~Y~ est la fonction caractéristique de la
boule de centre x et de rayon 1/p . On sait [3] que

On note B (z , Q) l’espace des limites simples de fonctions continues sur

Z , donc f e B1(Zp , Qp) ~ il existe une suite f de fonction de C(z , û)
telle que f(x) == limn~+~ fn(x) pour tout x L’oscillation de f au point
x par rapport au sous-ensemble M c: Z est

-p



DÉFINITION 1. - Soit ü = u , ...) une suite T. B. R. B. 0. de Z , et
- 0 1 Np -

soit x un oint de Z . La meilleure suite convergeant vers x, extraite de la
- ,~..,. ~p
suite T. B. R. D. 0. J , est définie par :

DÉFINITION 2. - Soit f une fonction de Z dans Q bornée, et soit
.._....,_ ",~ ._.~.r.. .vr,_...w....

une suite ~. B. R. B. 0. de Z . On dit ue î est séquentiellement continue au
Np _

point x sur Z ~ si, et seulement si,

où la suite h ~-.~ uh est la meilleure suite convergeant vers ~ .
x

2. Résultat.

assertions suivantes sont équivalentes :

Cl.l f E ~~( â ~
Quel que soit l’ensemble parfait 1 ’ ensemble

est rare dans M pour tout entier i  + ce ;

(iii) Il existe une suite T. B. R. B. 0. de Z telle que f soit séquentiel-
lement continue par rapport à cette suite.

Ce résultat transpose donc, y au cas p-adique, le théorème de Baire [2].

On démontrera que (i) :~ (ii~ ; ~iii~ ~ ~i~.

La démonstration de =; ~~.i) est identique à celle de [2].

LEMME 1. - Une condition nécessaire et suff isante pour que la suite de fonctions

de C(Zp , Qp)

converge pour tout x E Z vers f est que f soit séquentiellement continue par
rapport à la suite T. B. R. B. 0. ua’ ..., un , ...

En effet, on a f (x) = f(uh) , V x E Z . Le lemme 1 montre donc que (iii)~(i).

Pour montrer que (ii) =;(iii), nous allons construire une suite T. B. R. B. 0.
U = (u , u , ...) associée à f telle que f soit séquentiellement continue

par rapport à cette suite. Dans la suite, a désignera un ordinal dénombrable

(pour la théorie, voir [2’]) qui sera accessible si a - 1 existe, et inaccessible

sinon. 0 désigne le premier ordinal non dénombrable.



On rappelle le résultat suivant qui se démontre comme dans 

PROPOSITION. - Soient P , P , P? , ... , ... des ensembles fermés in-

dexés par les ordinaux dénombrables, tels que a’ > 03B1 ~ P03B1’ ~ P03B1 , alors il existe

un ordinal dénombrable 03B2 tel que Pg = = ... = P03A9 . En outre,

(i) Si pour tout ordinal inaccessible 03B1 , P = ~03B1’03B1 P03B1’ 1 alors

Si, en plus de (i), on a P03A9 = ~ , et si P est borné, alors le plus petit

ordinal 03B3 , tel ue , est accessible ;

Si les ensembles P. 1 sont tels qu’un point isolé âe l’un d’eux n’a ar-
tient pas au suivant, alors P est nul ou parfait.

~..~...,.... li

On notera, comme dans 2 P1 le p remier dérivé de P P2 le dérivé de P1 ,
puis, pour tout ordinal dénombrable accessible, le dérivé de Pa ~ , et pour

tout inaccessible, P~ = ~ , P~ . ’

Soit i 
1 

, i , ... , i 
OE 

, ... une suite d’entier indexée sur les ordinaux dé-

nombrable et telle que si 03B1 est accessible, i03B1 est fini, et si i03B1 est inac-

cessible, i - sup03B1’ 03B1 i , ( éventuellement + ~ ). On associe à cette suite des
af a a a

ensemhles fermés grâce à la fonction f vérifiant 

d’après (ii), P. est rare dans Z . On décompose P. , â la manière du (ii),

de la proposition.

et P. 1 est nul ou parfait. Puis, par récurrence transfinie, on définit

D’après la proposition, il existe nécessairement (3 accessible tel que

LEMME 2. - A toute boule h) , on associe un ensemble P~’ . (x , h)

tel que : 

2014201420142014201420142014201420142014 2014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014 

i~...,i~



on constate aisément que les conditions (1) et (ii) définissent de manière unique
une suite d’ entiers il’ ... , i , .., et d’ensembles P .. , et le pro-

cessus de construction s’arrête nécessairement d’après la proposition.

LEMME 3. - A tout point x , on associe un ensemble Pf . (x) tel ue
i,,...,1

On constate, comme au lemme 2, que les conditions (i) et (ii) définissent univo-

quement l’ensemble Pv . (x) .
y ,...,la

On construit une suite T. B. R. B. 0. de la manière suivante :

On choisit u0 dans 
,...,io (0 , 0) (ensemble associé à 0) ) de ma-

nière arbitraire. Supposons la suite construite jusqu’à u h , et construisons-la

jusqu’à l*indice p h+1-1 .

dans P~’ . (c~ ~ h + 1) n (B(c~ , h + 1) . La suite ainsi construite est
i~,...,ia n n

T. B. R. B. 0., appelons-la U . Il reste à montrer que f est séquentiellement
continue par rapport à la suite U y ceci résultera du lemme suivant.

4. - Soient P~ . (x) l’ ensemble associé à x par le lemme 3, et

~, r 
...---~-.- 

11, ... , la 
---

P03BDj1,...,j03BD (x , h) l’ ensemble associé à 03B2(x , h) par le lemme 2, alors l’ une des

deux affirmations suivantes est vraie
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(i) il existe h0 tel que, pour tout on a 03B1 = 03B3 , 03BD = 03BD’ et

Nous ne donnerons pas ici la démonstration de ce lemme qui est longue, mais ne

présente pas de difficultés particulières compte tenu des définitions de

Le théorème est démontré.

COROLLAIRE. - Soit U = (u~ ~ ...) la suite construite ci-dessus, alors f

est limite d’une suite de polynômes, de degré f, tels que l’on ait

Ceci se démontre aisément en remarquant que 03C6 est une fonction lipschitzienne

de constante de Lipschitz (voir D]).
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