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Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU 19-01
(Théorie des nombres)
14e année, 1972/73, n° 19, 5 p. 26 mars 1973

THEORIE DE BAIRE p-ADIQUE

par Daniel BARSKY

1. Raggels et notations.

On désire caractériser les limites simples de fonctions continues de EP dans

Z_ est le complété de 2 pour la norme p-adique définie par la - b] = l/ph m

avec (m ’ p) =1.
g? est le corps des fractions de Ep .

Une suite trds bien répartie bien ordonnée (en abrégé T. B. R. B. 0.) de Z  est

. 1 21 4 - = ._.
une suite d'éléments de Zp (un)neN telle que ]ui u, Il 3! (par exemple,

le suite des entiers naturels.) (voir [1] et [4]).

(x - u )(" -u )...(x -u_ )
Qn(X = (u = U, )(u -u )...(u - 3;i1) (s1 Y =0 Qn(x) = (i) ).

On sait que [1]
£(x) e G(Z,p , gp)@f(X) = ano a Q (x)
et
lim a =0 (anegp).
Si ne N , on pose
h(n)
n—no+n1p+ooo+nh(n)p °

®, (x) est la fonction caractéristique de la boule (B(un , h(n) + 1) de centre
un et de rayon 1/(ph(n)+1) ¢X h(y) est la fonction caractéristique de 1la
?
boule ®B(x,h) de centre x et de rayon l/ph . On sait [3] que

fecz,, g)e(x)=20b /)
avec bn e’gp ’ limn_‘_Fm bn =0, et en outre on a
= f(un) - f(un_n h(n)) .
h(n)P

On note Bngp "Qp) l'espace des limites simples de fonctions continues sur
-gp , donc f e Bl(z » Q ) &> il existe une suite f, de fonction de C(Z 5%)
telle que f(x) = lm fn(x) pour tout x € ZP . L'oscillation de £ au point

X par rapport au sous-ensemble M < Z est

~

o(f , x, M) = lim sup l£(y) - £(z)]

(7,2)e(8(x,h)nm)°
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DEFINITION 1. - Soit U= (uy , u; , ...) une suite T. B. R. B. 0. de 2, et

soit x un point de Z . La meilleure suite convergeant vers x , extraite de la

suite T. B. R. B. 0. U , est définie par :

1 h
h-su ’uh -X|$—h-; Osh <p .

X X P
DEFINITION 2. - Soit f une fonction de %, dans g bornde, ot soit

Ly oeee)

une suite T. B. R, B, 0. de Z . On dit que f est séquentiellement continue au

U=(uo,u

point x (resp. sur Ep) si, et seulement si,

lim f(uh ) = f(x) (resp. ¥ x Egp » lim o f(uh ) = £(x) ),

ou la suite h —¢1ﬁ1 est la meilleure suite convergeant vers x .
X

2. Résultat.

’ AY
THEORIME. - Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) te Bl(gp ) Q)

(ii) Quel que soit 1l'ensemble parfait M C«§p , 1l'ensemble

P, (M) = {(x el ; o(f, x,H) 3]
P
est rare dans M pour tout entier i < + o j

(iii) I1 existe une suite T. B. R. B. 0. de ZP telle que f soit séquentiel-

lement continue par rapport a cette suite.

Ce résultat transpose donc, au cas p-adique, le théordéme de Baire [2].
On démontrera que (i) = (i) = (ii1) =2 (1).

La démonstration de (i) = (ii) est identique & celle de [2].

LEMME 1. - Une condition nécessaire et suffisante pour que la suite de fonctions

de C(z_, Q)

~p " ~P

h
£ (x) = 2 21 (£(u) - £(u n(n))) @,(x)

n—nh(n) P
converge pour tout x E'gp vers f est que f soit séquentiellement continue par

rapport & la suite T. B. R. B. 0. Uy s Uy oy ees y U

En effet, on a fh(x) = f(uh ), V¥ x e,ép . Le lemme 1 montre donc que (iii)=(i).

Pour montrer que (ii) ::(iii), nous allons construire une suite T. B. R. B. O.

U= (uo s U, 5 e..) associde & f telle que f soit séquentiecllement continue

1
par rapport a cette suite. Dans la suite, « désignera un ordinal dénombrable
(pour la théorie, voir [2]) qui sera accessible si « - 1 existe, et inaccessible

sinon., () désigne le premier ordinal non dénombrable.
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On rappelle le résultat suivant qui se démontre comme dans [2].

PROPOSITION. - Soient P P P2 , eee 3 P, ... des ensembles fermés in-

0’ "1 o
dexés par les ordinaux dénombrables, tels que o' >« =¢Pa, S Pa , alors il existe

un ordinal dénombrable B tel que PB = PB+1 = eee = PQ . En outre,
(i) Si_pour tout ordinal inaccessible « , P = na'<a P, alors
=2 - .
Po y<s(Py P«(+1) + PQ ’

(ii) Si, en plus de (i), on a P“ = ¢ , et si PO est borné, alors le plus petit

ordinal vy , tel que PY = , est accessible ;

(iii) Si les ensembles Pi sont tels qu'un point isolé de 1l'un d'eux n'appar-

tient pas au suivant, alors P _ est nul ou parfait.

Q

On notera, comme dans [2], P1 le premier dérivé de P , P2 le dérivé de P1 ’

puis, pour tout ordinal dénombrable accessible, P* le dérivé de POK-1

a'
<o P .

, et pour

tout ordinal inaccessible, B~ = ﬂa,

Soit i1 ’ i2 y see 5 15 «ee une suite d'entier indexée sur les ordinaux dé-

a
nombrable et telle que si « est accessible, ia est fini, et si ia est inac-
cessible, ia = SUP_ ia' (éventuellement + » ). On associe & cette suite des

ensembles fermés gréce a la fonction f vérifiant (ii).

1
= { H > —
Pil X € Zp ’ w(f y X Zp) ~ pi }
d'apres (ii), Pi est rare dans Ep . On décompose Pi , & la maniére du (ii),
1 1

de la proposition.

p, =2(p) - P;+1) + P,
1 1 1 1

et Pg est nul ou parfait. Puis, par récurrence transfinie, on définit
1
P, i = {x € P? . ; w(f,x,PQ c ) >-—;—§ si o est accessible,
l’oto,a 1’...,la—1 ll’lot'la-l la
p
et
P, .o=0 P, si o est inaccessible.
1iyeeesi, o' <o 11,...,10,

D'aprés la proposition, il existe nécessairement B accessible tel que

P, = ¢ ’

l .I.i
1’ ? B
et donc aussi, V g' >g, P, i = # , car £ possdde la propriété (ii).
1,..., B'
LEMME 2., - A toute boule &(x , h) , on assocle un ensemble P; i (x ’ h)
g0cey
tel que : 1 o
(1) Py . (x,h)n6(x,h) #F et
1. geceyl -_—
1 (03
P! (x,h) nB(x,h) =f si v#Q;

l o l
17"y
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si ov=0a, B L (x,m)nex, ) #4, et
— g ooy

1
nelzx,n =06, Vi

il,.‘.,ia’la+1 a+1
(ii) Vo' <o, si o accessible,
P. i (x,h) nelx,h)#p et P, q _1(x ,h) nB(x,h) =¢
11,000, a, 1"”’ a'
si o inaccessible
P (x , h) =N P. . (x,n) .

3 3 1 !
11,...,1q, o< 11""'1a"

On constate aisément que les conditions (i) et (ii) définissent de manidre unique

une suite d'entiers i1 s see ia y eos et d'ensembles P, ;0 et le pro-
geeoey

i
cessus de construction s'arr&te nécessairement d'apres la pr&poaition.

LEMME 3. - A tout point x , on associe un ensemble P; i (x) tel que
1"."0
(1) x ep’ . (x) , mais x ¢ pVtl . (x) si v#Q3
1 ,..-,l —— 1 ,n.o,l S—
1 o 1 o
si Q=v, alors x € P ; (x) , mais x ¢ P? i (x) , ¥ ey ®
— — 1,...,0 —_— 1,0.-, Q’ a+1
(ii) ¥ o' accessible, o' <@ , X € Py i (x) , mais x ¢ P, i _l(x);
————— 1,9‘0, a' 1""’ a’

gi «' est inaccessible,

P. . (x) =N P. . (%) .
iiseeesis, ) o"<o! 11""’la"( )

On constate, comme au lemme 2, que les conditions (i) et (ii) définissent univo-

quement l'ensemble 12¢ 5 (x) .
1,.Ii,a

On construit une suite T. B. R. B. 0. de la manigére suivante :

On choisit u, dans P; i (0, 0) (ensemble associé & B8(0 , 0) ) de ma-
’...’

nidre arbitraire. Supposoné la su¥te construite jusqu'a u no ! et construisons-la

jusqu'a 1l'indice ph+1—1 . p -l

Zf —lJﬁ_al @(un , h + 1) est réunion de ph+1 - ph boules disjointes de rayons

+1  qns

1/p . Soient o nt ottt Ypeyon
p b -p

_ 1 - h h+
lan -u h(n)l =% On choisira u, ~pour p <E£n<p

les centres de ces boules ; on supposera que

1 arbitrairement

dans PY . (0. ,h+1) nB(e , h+1) . La suite ainsi construite est

T. B. R. B. 0., appelons=la U . Il reste & montrer que f est séquentiellement

continue par rapport & la suite U , ceci résultera du lemme suivant.

LEMME 4. - Soient Pz 5 (x) 1l'ensemble associé & x par le lemme 3, et
1""’0, ——
V!
PS 3 (x , h) 1'ensemble associé & B(x , h) par le lemme 2, alors 1l'une des
1,...’Y

deux affirmations suivantes est vraie
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(i) i1 existe h. tel que, pour tout h>h, ona o=y, v=v' et
1l existe 1, o 2na

11—‘]1,..0,Ja=1a.

(11) 1im_ . £(y) = £(x) , ve Pgl'---’:iy(x , h) .

Nous ne donnerons pas ici la démonstration de ce lemme qui est longue, mais ne

présente pas de difficultés particuliéres compte tenu des définitions de

1
124 . ot PY . (x, h) .
11,...,1Q(x) 31,...,JY( » b)

Le théordme est démontré.

COROLLAIRE. - Soit U = (uO s U ...) la suite construite ci-dessus, alors f

1 ?
est limite d'une suite de polyndmes, de degré p2h ’ fh tels que l'on ait
h
= i L <
fh(un) f(un) si 0<n P
fh(un) = fh(u ) si 0gn< ph , 1&r< ph .

n+rp
Ceci se démontre aisément en remarquant que @, est une fonction lipschitzienne
de constante de Lipschitz 1/(ph(n)+1) (voir [3]).
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