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COURBES ELLIPTIQUES
DANS LES CORPS DE NOMBRES

par Daniel CHRISTY

Introduction.

Soient X un corps de numbres, et (6) une courbe de genre 1 définie sur X .
si (C) admet un point rationnel sur K , POINCARE et NAGELL ont montré que (e)

est birationnellement équivalente a une cubique d'équation
v =X Mk N,

N 3 2

o M ,NeK et 417 = 2N #0 .

L'ensemble des points de (¢) , rationnels sur X , peut &tre muni d'une struc-

ture de groupe abdlien C(K) .
Le "gros" théoréme sur C(X) est le théoréme de Mordell-Weil :

C(K) est un groupe de type fini ,

Pour une démonstration de ce théordme, voir le livre de LAIG [ 9] et 1l'exposé de
Francine DELMER [4]. On en déduit que C(K) est somme directe d'un groupe fini T
(dit groupe de torsion de la courbe) et d'un groupe libre z? , r est appelé rang

de la courbe.

1. La loi de groupe de C(K) .

Dans ce paragraphe, nous rappelons rapidement comment est définie la loi de

groupe de C(K) :
La courbe (C) admet la paramétrisation
x=pu) , ¥ =-% pr(u)

ob p est la fonction de Weierstrass correspondant au réseau I' de C , détermi-

née par les invariants Yo et Y3 qui se calculent en fonction de I et N .

Si P1 et P2 sont des points de (€) correspondant aux arguments u, et

u, (mod T) , alors P, + P2 (resp. 2P1) est le point d'argument u1 +u,

(resp. 2u1) (mod ') . L'élément neutre de C(K) est le point & 1'infini de la

courbe C .,

Géométriquement, le point P + P_ (resp. 2F,) est le symétrique par rapport &

1 2 1

l'axe x'x du troisisme point d'intersection de la droite P1 P2 (resp. de la

tangente en P, 4 (C) avec la courbe (C) ).

On a P1 + P2 + P3 =0 si, et seulement si, les trois points P1 ’ P2 ’ P3 sont

alignés.



2. Quelques résultats sur le groupe de torsion.
P e o o o ey et a aa e N i e A a a a  a a  a a a a ad

FPour connattre G(K) , il faut donc déterminer T et r . Les principaux résul-

tats sur T sont les suivants :

(a) Points d'ordre 2 . - Ce sont les points P tels que P + P =0 , autrement

dit tels que la tangente en P soit verticale. On obtiernt ainsi les points 4'in-

tersection de (C) avec l'axe x'x .

Si X3 + MX + N =0 n'a pas de racine dans K , C(K) ne contient pas de points
dtordre 2 . Si X3 +MX + N=0 2o une (resp. 3) racines dans X , C(k) con-

tient alors un sous-groupe isomorphe a Z/%g (resp. ﬂ)groupe de Klein).

Remargue. - Dans la littérature, on appelle point trivial sur la courbe (C)

tout point défini sur K d'ordre 2 .

(b) Points d'ordre n . - Un résultat étonnant et récent, a4 & DEZ'JANENXO [5]

(1971) montre qu'il existe une constante v telle qu'aucune courbe de genre 1 ,
définie sur Q , n'admette de points rationnels d'ordre > v . La valeur de v
n'est pas connue. Il existe des cubiques possédant des points rationnels d'ordre
10, 12 :

n=10, 9y2 8x3 + 25x2 - 64x .

2 -2 - 1o02f 4 927% x

]

n=12, y

Le cas n = 13 n'est pas encore élucidé. Sur cette question, consulter 0GG [11],

Tena AYUSO [1].

Un résultat plus ancien (voir HELLEGOUARCH |6 }[8]) est le théordme suivant :

T est soit cyclique, soit produit d'un groupe cyclique et d'un cycle d'ordre 2.,

Dans sa thése, HELLEGOUARCH s'est intéressé aux points rationnels d'ordre 2ph ’
cu p est un entier premier impasir en connexion avec 1l'équation de Maillet

h h h
¥ +yP = 2P . ([6[8]).

3. Extensions du corps.

Nous nous plagons maintenant dans les hypothéses suivantes : Soient K un corps
de nombres, et C(K) 1le groupe des pnints de la cubique (€) rationnels sur K .
Supposons que C(K) ¢ ¥ (autrement dit, (C) n'admet sur X que des points tri-
visuxz). Un problime se pose alors : Comment se comporte C(L) , od L est une ex-
tension de degré fini de K , galoisienne, de groupe de Galois $(L/K) . On ne con-

nait pas la réponse a ce problome actuellement.
Si 8(L/K) est cyclique, engendré par o , de degré n , si P € C(L) ’
GP , vee , o™l p

sont dans G(L) . Soit % 1'application C(L) -- C(X) , définie par



G14=03

UP) =P + 0P + ... + 1P

si pec(n), 7(P)e c(X) . Donc, par 1'hypothdse faite sur (k) , #(P) e X ,
et par conséquent

n(opr) =0

‘ M A - . 3
THREORWE, ~ Si C(¥X) <« ¥ , alors, V P e (L) , oi L est une extension galoi-

sienne finie cyclique de degré n , on a

n(2p) =0 .

Ce théordme d-nne des résultats intéressants dans le cas des corps quadratiques.

Si K -1 est une extension quadratique, si C admet un point d'ordre 2 dans
K, et si C(X) c¥X , alors ¢(L) n'est pas réduit & X si, et seulement si,
G

CI(K) n'est pas réduit & ¥ , ou est la cubique.

1
(81) 2 - X(d2 x2 - 6pdx - 3p2 - 4M)
ou d€ XK et L= KCJE) , ¢t o p =est racine dane K de X3 + MX+¥ =0,

En psrticulier, si C, est la courbe y2 = X(X2 +1) ,

%@)gy%cx.

2 2 \
Alors CZ(Q(VE) cX&d nlest pas tel que dr2 = 2pq(p° - q¢°) , ou p,q€Z,

(pya)=1, p#tq md2, re

NN

o

De méme, si 63 est la courbe ¥y = x(x2 -1),

Alors CZ(QCJE)) c¥&3d n'est pas tel gque 1l'une des deux conditions suivantes

est réalisée.

(1) ar® p4 - q4 ,oi p,acZ, (p,a)=1, p#q mod 2 ou

r—

p=qg=1 mod 2 .

2 ’ -
(2) ar® = £ (p° = ¢®)(2p° - )

ou ¢g=0C mod 2 p # q mod 2 .

y OU D, q€Z, (p, ) =1, gq=1 mod 2

Par une méthode analogue [ 2], on peut montrer que 1'équation de Fermat de degré
4, x4 + y4 = z4 est régulidre (c'est-a-dire n'admet que les points triviaux) dans

tous les corps quadratiques sauf 'QQ/:_E) , OU 1'on a

SR E UL U
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