PAUL GERARDIN
Groupes d’Heisenberg et groupes diamants sur un corps fini

Séminaire Delange-Pisot-Poitou. Théorie des nombres, tome 14, n°2 (1972-1973),
exp. n°GY, p. G1-G14

<http://www.numdam.org/item?id=SDPP_1972-1973__14_2_A16_0>

© Séminaire Delange-Pisot-Poitou. Théorie des nombres
(Secrétariat mathématique, Paris), 1972-1973, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Séminaire Delange-Pisot-Poitou. Théo-
rie des nombres » implique 1’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression sys-
tématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de
ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SDPP_1972-1973__14_2_A16_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU G9~01
(Groupe d'étude de Théorie des nombres)
14e année, 1972/73, n° G9, 14 p. 8 janvier 1973

GROUPES D'HEISENBERG ET GROUPES DIAMANTS SUR UN CORPS FINI

par Paul GERARDIN

A. WEIL a mis en évidence le r8le que jouait en arithmétique une extension, dite
groupe métaplectique, d'un groupe nilpotent & deux pas, le groupe d'Heisenberg [3].
Pour le corps des réels, ces groupes sont bien connus, et étudiés dans [1] ; 1le
groupe d'Heiserberg réel provient de 1'étude des relations de commutation 4d'Hermann

WEYL :

(p(w) , q(v)) = 7(w) , u,ver,

ou p(u) et q(v) sont deux sous-groupes & un paramétre d'opérateurs sur un es-—
pace de Hilbert, et T un caractere non trivial de R : T(x) = exp 2miax ,

~

ae R¥.Si H(R) est le groupe des matrices

i1 u oz \
v‘) u, v, 2 e‘g ’

1

on définit une représentation unitaire irréductible de H(g) dans 1l'espace ngg),
en associant & cette matrice 1l'opérateur f -3 7(z + xv) f(x + u) , et, en posant
pour p(u) 1ltopérateur d@ & v =2z =0 , pour q(v) 1l'opérateur d0 &2 u=32z =0 ,
on a bien la relation de commutation précédente. Pour un corps fini, voir les pro-

positions 2, 4 et 5 ci-dessous.
*
En faisant opérer R  par homothéties :

1 tu gz

on définit une extension dite déployée, étudide ici au n° 3 ; par contre si on fait
opérer le groupe '2 des nombres complexes de norme 1 par rotations sur (u ’ v),
on obtient le groupe diamant, dont les représentations sont étudides dans [1], cha-
pitre IX, au moyen des polarisations complexes, ce qu'on ne peut faire dans le cas
des corps finis. C'est 1'objet du n° 4 qui décrit les représentations des groupes
diamants sur un corps fini au moyen des techniques de Weil (elles fonctionnent éga—

lement pour un corps non fini, localement compact).

Ce travail sert de base pour la construction de représentations supercuspidales
du groupe linéaire général sur un corps p-adique associées & des caractdres suf-
fisamment réguliers d'un sous-groupe isomorphe au groupe multiplicstif de 1l'exten-

sion non ramifide de degré 1l'ordre des matrices [2].
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1. Transformation de Fourier sur un corps fiqi.

1.1, On désigne par k un corps fini, d'ordre q = pn . On appelle caractére de
k un homomorphisme du groupe additif de k dans le groupe multiplicatif iy des

nombres complexes de module 1 .

LEMME 1., - Caractéres des corps finis : Soit k wun corps fini de caractéristi-

que p ; on note Tr 1la forme linéaire de k sur son sous-corps premier

gp = Z/pZ . Alors,

(i) on définit un caractire non trivial de k en posant

(1) Tl(x) = exp(2mi Tr x/p) , x€ k 3

(ii) soit T un caractére non trivial de k ; 1l'application qui,.é y €k, as-

socie le caractére x =-3 7(xy) est un isomorphisme du groupe additif de k sur

le groupe de ses caractdres, noté Xl(k) .

Preuve. = Elle est immédiate.

Remarque. = En caractéristique 2 , tous les éléments sont des carrés, et
X -3 T(x2) est un caractére si T en est un j si T n'est pas trivial, il y a

donc un unique c¢ # 0 tel que T(x) = T(CXZ) .

1.2. Soit BE(k) 1'espace vectoriel des fonctions complexes sur k ; il est de

dimension q . Si f e E(k) , on définit sa moyenne normalisée par la formule :

(2) fk £(x) ax = V2 %, £(x) .

La forme hermitienne fk f(x) g(x) dx munit E(k) d'une structure d'espace de
Hilbert.

LEMME 2. - Transformation de Fourier sur un corps fini : Soit T un caractdre

non trivial de k . On appelle transformation de Fourier sur k , relative au ca-

ractdre T , l'opération qui & f e E(k) associe # e E(k) définie par

(3) 2y) = Ik £(x) T(xy) dy .
C'est un opérateur unitaire sur E(k) , dont 1'inverse est donné par
(4) £(x) =J, #3) 7(w) &y , £ eBx) .

Si f et g e E(k), on a les identités

(5) f’;\g=?.“, f/.\g=f*é.oﬁ f*g(X)=fkf(x—y)g(y)dy-

Preuve. - Elle résulte du lemme 1, sans difficulté.

2. Caractéres guadratigues Sur un corps fini.

2.1. Une fonction q : k -» T sera appelée caractére quadratique de k si,

pour tout y € k , l'application x+-3 q(x + y) q(x)-l q(y)"! est un caractdre de
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k . L'ensemble des carctéres quadratiques forme un groupe X2(k) , dont Xl(k) est

un sous-groupe.
Si qe Xsz) et si T est un caractdre non trivial de k , on a done
-1 -
(6) alx +y) a(x)™ a(3)7! = 7(uxy) ,

pour un élément u € k , dit associé & q relativement au caractdre r . On dit

que q est un caractére quadratique non dégénéré si son élément associé est inver-

sible (condition qui ne dépend pas du choix de T # 1 ). Le noyau de 1'homomor-
phisme X2(k) -» k , qui envoie q sur son élément associé u , est le groupe

Xl(k) des caractdres de k . Cette application est en fait surjective.

2.2. LEMME 3. - Caractéres quadratiques en caractéristique différente de 2 :

Soit T un caractére non trivial de k . Si la caractéristique de k est diffé-

rente de 2 , les caractdres quadratiques de k correspondent aux couples (a , b)

d'éléments de k par la formule

(7) q .(x) = (ax® + bx) , qui a pour élément associé 2a .
a,b

Preuve. - C'est clair.

2.3. Caractéres quadratiques en caractéristique 2. - Dans ce cas, tout élément

du corps est un carré ; comme 1'élément associé au caractdre quadratique q(vx)

est le produit de v2 par 1'élément associé & q , on décrira tous les caractéres
quadratiques de .k en donnant ceux qui ont un associé donné. Prenons donc 7T = T
de (1), et cherchons un caractére quadratique dont 1'é1ément associé soit 1 (les

autres s'en déduisent par le produit par un caractdre). On doit avoir :

(8) a(x +y) =alx) aly) 7 (=), x,yek.

On en déduit q(0) =1, q(xz) = TI(XZ) = Tl(x) par définition de Ty s et donc

(r,(x)-1)/2

(9) a(x) = £,(x) e(x) o fu(x) =1 y et g(x) e {£ 1},

avec la condition suivante pour g , tirée de (8) :
(10) gz +7) e(x) &(y) = 7 () £,(x) £,3) g,(x+ )" .
Or, si s est le caractdre signe sur le groupe multiplicatif de R, on a

(u,v) = i(s(u)-l)/2 i(s(v)-])/z i—(s(uv)-l)/g -

si w ou v>0, -1 si u

et v <0, ce qui permet de transformer le second membre de (10) :
£,(x) £,(y) £,(zx +y)! = G, (x), 7, () = (- 1) Ty

car Tl(x) = (= I)Trx y et

(11) g(x +y) e(x) ely) = (= 1)TPIHIrly

Si k est de dimension n sur F2 y ON a

i .3 i J
_ 20 _2° _ 27 2 2¢ 2
(12) Trxy+TrxTry= ZOsi#j X y = sti<3 (x v o+x° ¥y ).
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Or, on a le résultat suivant :

Soit p premier ; les coefficients du bin8me (i) y m2n>1, qui sont pre-

miers & p , correspondent aux couples (n , n) dont les développements en base p,
i i
m= 2 m, p et n= 2 n; P

vérifient n, £m, pour tout i .

On écrit en effet

im,
(1 + %) = M (1 + x° )ml , ete.

i)

ote2d
ogi<j fij(x) avec fij(x) =x s soit a
un élément de k dont la trace soit égale & 1 , et posons

Ici, avec p =2, (12) s'éerit 2

21+2j
(13) g, (x) = ”O$i<j<n Tl(afij(X)) , fij(X) = X .
Cette fonction vérifie 1'identité (11). Si 1l'on pose alors
{r.(x)-1)/2
(14) (%) = £,(x) g(x) , £,(x) =1 ! ,

on définit un caractére quadratique d'élément associé 1 relativement & Ty e En

conséquence, on a le lemme suivant.

2.4. LEMME 4. - Caractéres quadratiques en caractéristique 2 : Soit k un corps

fini de caractéristique 2 . Fixons un caractére non trivial 7 de k . Soit c€k

défini par (x) = 7(02 x2) . Posons
(15) ql(x) = qu(cx) , ot q est donné par (14) .

Alors q est un caractére quadratique de k dont 1'élément associé relative-

ment & 1 est 1 . Les caractéres quadratiques de k sont les applications

(16) qa’b(X) = q,(ax) 7(bx) , a,bek,

I'd ré T 2
d'élément associé a .

Preuve. - Il suffit de remarquer que (%) = T(02 x2) équivaut a T(x) = 71(02 x)

et d'appliquer ce qui précéde.

2.5. Soient q un caractére quadratique non dégénéré de k , et u e * son
élément associé relativement & 1 (6). La transformée de Fourier (3) de q est

donc

aly) = Ik a(x) T(xy) dx = Ik a(x - wly) q(- ul V)71 ax
= q(- ut 1 fk q(x) ax ,

ctest donc g(0) q(- vt y)~! . Pius précisément, on a la proposition suivante.

PROPOSITION 1. - Transformée de Fourier d'un caractdre quadratique : Soient k

un corps fini, et T un caract®re non trivial de k . Soit g un caractdre qua-

3 ’ e r'd z 7z > 7 * . Y
dratique non dégénéré de k d'élément associé u € k relativement & T . Alors,

il y a un nombre vy(q) €T tel que :




G9-05

(17) q(x) = y(a) qf- wlx)™l, v(q) est indépendant de 17 .

Si q= %, b dans les notations de (7) pour p # 2 , 22'(16) pour p=2, a#0
on pose :

o]
ot

'YT(a ’ b) = Y(qa,b) qa = qa,O ’ Y‘T(a) = '\((qa) .

Alors :

(18) y (2, v) =y (a) qa(u;;1 p)"l on w

R 2 .
o =28 8i p #£2, u =a si p=2

(19) YT(a) = C%) yT(l) ol (=) est le symbole de Legendre ;

(201) Y¢(1)2

2)

(=h) siop#2;

YT(I)Z = ql(l) ’ YT(1)4 = (1) , yT(l)8 =1 si p=2.

(20

Preuve., - On a déja wu (17), wv(q) est de module 1 , puisque la transformation

de Fourier est unitaire ; (18) est immédiat.
Pour (19), si p=2, ona
q,(0) = Jﬁk q,(ex) dx = J‘k q,(x) ax 3
si p#2, ona
YT(a) ='fk T(&Xz) dx
(1);

si a est un carré, la multiplication par a permute les carrés, et YT(a) = Y

yT(a) + YT(I) = fk T(aXZ) ax + Ik T(xz) dx ,

et comme les carrés dans k forment deux classes, représentées par 1 et a ,

cette somme est 2 Jk 7(x) dx = 0 , et
YT(a) = - yT(l) = C%) YT(I) .
Pour (201) et (202)‘, on applique (19) & 'El : si p#2, E& =q_y» dtou
v, 1) = 3, (0) = (0) = 01T = (D) v (1) .
Si p=2, -El =q 4 et done
Y1) =v (1, 1) =y (1) q(1) par (18),

donc YT(I)Z = ql(l) , puis yT(l)4 = 7(1) et YT(l)8 =1.

3. Le groupe d'Heisenberg et son extension déEloxée.

3.1. Soit L =k x k 1'algébre déployée de rang 2 sur k , corps fini. La base
canonique de L est notée a=(1,0), b=(0, 1) . On définit une forme bili-

néaire sur L en posant

(21) w,w)=uv' si w=ua+vb et w' =u'a+v'belL,
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Elle définit une cxtension centrale non triviale de L par k , dite groupe

d'Heisenberg de k relativement & L :
(22) 0~ k-3 HL/X) -3 L -»0,
et la 1§i de groupe est donnée par
(23) (z , wi(z' , w') =(z + 2" + W, w) , w+ w') y Z,2'€k, w,w'el.
On écrira 1'élément (z , w) € 2(L/k) sous la forme
1 u
1 si w=ua+vb,

- <4 N

pour que l'opération soit celle du produit des matrices,

3.2. PROPOSITION 2. - Représentations des groupes d'Heisenberg H(L/k) : Soit T

un caractdre non trivial de k ., Les opérateurs

f1 u 2
(24) nTl 1 v[f(x) =1(z + zv) f(x +u) , feBk%),

1
1l'espace des fonctions complexes sur k , définissent une représentation unitaire
irréductible de H(L/k) . Toute représentation irréductible de H(L/kx) non tri-

viale sur le centre est équivalente a une représentation nT ; les autres représen-

tations irréductibles proviennent des caractdres de L par la projection (22).

Preuve. = On commence par vérifier la composition des nT(z ’ W) . Ensuite, si un
opérateur sur E(k) commute aux nT(z ’ W) » en prenant we kb , il commute aux
multiplications par les fonctions 1(xv) , v e k , qui parcourent tous les carac—
téres de k , donc aux multiplications par toute fonction sur k : cet opérateur
est lui-m@me la multiplication par une fonction sur k . Si maintenant on exprime
qu'il commute aux opérateurs nT(O yua) , uek, i. e. aux translations, cette
fonction, devant &tre invariante par translations, est constante. Ceci montre que
les représentations sont irréductibles de degré q ; comme la trace de 1'opé-
rateur ﬂT(z ’ 0) est qT(z) » €lles sont inéquivalentes ; elles sont donc au nom=-

bre de q-1.

Si maintenant une représentation irréductible de H(L/k) est triviale sur le
centre, c'est une représentation du groupe quotient, L , irréductible : c'est donec
un caractére de L ; ces caractéres sont au nombre de q2 » et donnent des repré-
sentations inéquivalentes de H(L/k) .

Comme la somme des carrés des degrés des représentations irréductibles obtenues
est (q - 1) q2 + q2 = q3 , 1'ordre de H(L/k) y on a obtenu toutes les représenta-
tions irréductibles de H(L/k) .

3.3. Soit r e Z un entier relatif. Soit A(k) 1' "hyperbole" formée des
W =1ua+vbh tels que uv =1 3 A(k) s'identifie 2 Yol par t € k > (t,t-l)EA(k).
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On définit 1'extension déployée D(L/k , r) comme le produit semi-direct de

H(L/x) par le groupe A(k) opérant ainsi :
(25) n(z ’ w) n"1 = (z ' nr w) ’ (z ’ w) € H(L/k) , NE A(k) .

Le résultat suivant est une conséquence rapide de la proposition précédente.

PROPOSITION 3. - Représentation de 1'extension déployée D(L/k , r) : Soit 7 un

caractére non trivial de k . Pour chague caractere o de K* y on définit 1'opé-

rateur suivant sur E(k) :

(26) 8,(n) = a(t) R(t) ou R(t) £(x) = £(+7Fx) si n=ta+t " be (k).

Alors on définit une représentation irréductible 6& du_groupe D(L/kx , r) dans

1'espace E(k) par les opérateurs (24).53 (26). Ces représentations sont deux &

deux non équivalentes. Les autres classes de représentations irréductibles de

D(L/k ,r) sont les suivantes :

(i) les caractdres de A(k) prolongés & D(L/k , r) par la projection de noyau
H(L/x) ;

(ii) pour chaque caractére non trivial A de L, on définit une représentation
irréductible §

A de D(L/k ’ r) dans 1'espace E(k*r) des fonctions complexes

sur k*° par la formule :

8,(n,(z , w)) £(+7) = An"T w) f(tf %)

si (z,w) e 81K , n=(t,t1), n, = (¢, , t;1) .

4. Groupes diamants associés & une extension quadratique.

4.1. Soit K 1'extension quadratique du corps fini k , muniede l'involution
2z +-> z due & 1'élément non trivial du groupe de Galois : z = z2 si k est d'or-
dre q . La forme linéaire trace Tr est surjective de K sur k , son noyau est
un espace vectoriel de dimension 1 sur k , dont on fixe une base b ; si la ca-
ractéristique est 2 , on prend b =1 ; soit a € K un élément de trace 1 j si

la caractéristique est # 2 , on prend a = 1/2 . On a donc la décomposition :

K=ka+kb, a+a=1 (a=1/2 si p#2),

(27) b+5=0, b#0 (b=1 si p=2).

4.2. On définit une forme bilinédaire sur K en posant :
(28) oo, w') = (aww' - aww') b-1 sy W ,w'e€eK.

Elle est non dégénérée et antisymétrique ; elle ne peut s'dcrire sous la forme
W, w) =flw+w) - flw) - f(w') . Elle fournit donc une extension centrale non
triviale H(K/k) de K par k :

(29) 0-»>k-» HK/k) =3 K -3 0 ,



dont la loi de groupe est donnée par

(30) (z , w)(z', w)=(z+2'"+ w,w"),w+w), z,z' € k., w,w'e XK.

LEMME 5. = Structure du groupe d'Heisenberg relatif & une extension quadratique :

Ajoutons aux notations précédentes, les suivantes :

(31) c(z) =(2,0) si zek; plu)= (0,ua) , q(v) = (o,vd) si uw,vek,

Alors, c¢ est un prolongement de k sur le centre de H(K/k) e« On a

(32) (P(u) ’ Q(V)) = c(uv) ’ C(a2 +'§Q))ur ) q(v) p(u) = (O,W)‘Ei w=ua +vb .

Si la caractéristique est différente de 2, p et q sont des momomorphismes

de k dans H(K/k) . Si la caractéristique est 2 , on a

p(u + u') = c(aauwu') p(u) p(u') si u et u' e k;
(33) a(v + v') = c(vv") q(v) qlv') si v et viek.

Preuve. - C'est une simple vérification & partir de (28).

4.3. Lorsque k est de caractéristique différente de 2 , ce groupe d'Heisenberg

est isomorphe & celui du n° 2, Transcrivons la proposition 2 dens H(K/k) .

PROPOSITION 4. - Représentations des groupes H(K/k) , caractéristique différente

de 2 : Soit k un corps fini de caractéristique différente de 2 . A chaque carac~

tére non trivial T de k correspond une représentation unitaire irréductible de

H(K/k) donnée par la formule suivante, sur 1l'espace E(k) :

(34) N(e(2) a(v) p(u)) £(x) = 7(z + xv) £(x +v) , feE() .

Avec les représentations de degré 1 , qui proviennent des caractdres de K par

(29), on a ainsi, & équivalence prds, toutes les représentations irréductibles.

4.4, En caractéristique 2 , on modifie l'action précédente de p(u) et q(v)

par un cocycle, de fagon & satisfaire a (33).

PROPOSITION 5. - Représentations des groupes H(X/k) , caractéristique 2 : Soit

k un corps fini de caractéristique 2 . A chaque caractére non trivial 7 de k,

on associc deux caractéres quadratiques @ et w; de k dont 1'élément associé

relativement & T est respectivement 1 et aa . Alors, les opérateurs suivants

sur E(k) :

(35)  m.(e(z) a(v) p(u)) £(x) = 7(z + xy) or(u) o (v) £(x +u) , feE(K),

définissent une représentation unitaire irréductible du groupe H(K/k) . Avec les

représentations de degré 1 , qui proviennent des caractéres de X par (29) on a

ainsi toutes les représentations irréductibles de H(X/k) , a équivalence pres.

Prcuve. - C'est la m&me que pour la proposition 2.

4.5. Désignons par T(k) 1le "cercle" de K formé des &léments de norme 13 la
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multiplication par t € T(k) 1laisse invariante la forme bilinéaire (28). soit r
un entier relatif. On définit le groupe diamant D(K/k ’ r) comme le produit semi-
direct du groupe d'Heisenberg H(K/k) par le groupe T(k) opérant ainsi :

1

(36) n(z ,w)nt=(,n"w, netkx, (z,w)eHEKx) .

Comme on a la relation (32) c((a2 + E?) uv) q(v) p(u) =(O , ua + vb) , cette ac-~

tion se 1lit sur les composantes u et v en @

(37) n~l (a2 +3°) uv) a(v) p(u) n = c((2® +7°) wv') q(v') plut) ,
ol s @mT e - o) b

(371) (utv') = (uV)\k i '

(A" -n") b an® +am /

4.6, L'action de T(k) sur H(K/k) laissant fixes les éléments du centre, elle
conserve la classe de la représentation unitaire irréductible ﬂT : chaque n € Nk)
fournit donc un opérateur unitaire sur E(k) , qui n'est défini qu'ad un scalaire de
2' prés: et qui envoie l'opérateur nT(z , W) sur l'opérateur nT(z ’ n® w) , ceci
pour tout (z , w)e H(K/k) . On va montrer que le systéme de facteurs associé a
cette représentation projective de T(k) dans E(k) est trivial, en le calculant
explicitement par la méthode de WEIL ([ 3], I, formule (16) et théordme 3).

LEMME 6. - Reldvement de l'action des éléments de norme 1 , caractéristique dif-

férente de 2 : Si k n'est pas de caractéristique 2 , on pose

(38) wn) = (@ -1n") b, pour ne (k) .

Soit T un caractére non trivial de k . On définit les opérateurs suivants,

unitaires, sur l'espace E(k) , pour chagque n € T(k) :

(39)  si wn) #0, slors 0" ek et R (n) £f(x) = £(x" %) , f e B(k),
(40) si u(n) #0, RT(n) f(n) = Ik tt(urv! - uv) flu') dav ,

ol la moyenne est normalisée par la condition (2), ' est le caractdre

'(x) = 1(x/2) ,

et (' v') se déduit de (u v) par la matrice (37') ou a-= 1/2.

Alors, si T est la représentation de H(K/k) de la proposition 4 :

(4) R n(z,WRE) =n(z,n" %), ner®, (z,w)e nkk

(42) R(n)R(n)=R(n n) si un)wn)=0
(43) R(n) R(n) =v(e) R(n n,) si wn) elny) wln n,)#0,

ol y(¢) est le facteur de la proposition 1 pour le caractdre quadratique non dé-

généré

o(u) = 7' (a(n, n)/uln) w(ny).u?)



(44) RT(n)“1 = RT(n—l) pour tout n e (k) .

Preuve. - On vérifie (41), (42), (44). Pour (43), on écrit 1l'opérateur RT(n)
avec un noyau, en sommant sur la variable u' au lieude u :
(45) R (n) £(y) =4 (M ex® - 2y + %) £(x) ax

ot w=uown), o=@ +7)/2, et le composé de RT(nl) et RT(nZ) est donné

par le noyau composé
i -1 2 2 -1 2 2
Jk T'(wl (al z = 2zy + al y ) + w5 (a2 y - 2yx + az X )) dy ,
avec les notations évidentes, qui se calcule par la formule (18) ; en utilisant le

fait que l'application qui & n e T(k) associc la matrice (37') est un homomor-

phisme, donc que
w = a1 Wy + wl az ’ w1 =, w - awz ’ w2 = a1 w - aw2 ’

on en déduit immédiatement (43).

4.6. En appliquant ici la formule (19), on peut prolonger au groupe diamant

D(K/kx , r) 1la représentation nT de la proposition 4.

PROPOSITION 6. — Représentation du groupe diamant en caractéristique différente

de 2 : Soit k un corps fini de caractéristique différente de 2 . Soit D(K/k ,r)

le groupe diamant défini ci-dessus. Les classes de représentations irréductibles de

D(K/x , r) qui ne sont pas triviales sur le centre du sous—-groupe #2(X/k) corres-

pondent bijectivement aux couples (r , ) formés d'un caractére non trivial de k

et d'un caractdre © de T(k) ; on en a une réalisation unitaire dans 1'espace

E(k) par les formules suivantes, ot w(n) = (0" - n") b si ne T(k) , et ol ¥

désigne le caractire d'ordre 2 de (k) (i.e. x(t) vaut 1 si t e T(k)2 et

-1 sinon) :

]

b, o(n) = (n) 8(a) R (1) , o el =1 st n¥ =1,

e(n)
e(n) = Y172 x(a")(u(n)/a) , avee +(1/2) =, (x*/2) ax .

-1 si n"==-1,cetsi wn)#0,

(46)

(46" 6Te|H(K/k) est la représentation T de la proposition 4, formule (34).

Pour nr 41, ona Tr 6T e(n) = - e(n) s pour nr =1, ona Tr 67 e(n):qe(n) .
’ I — ’ .

Les autres représentations irréductibles de D(K/k , r) sont les suivantes :

(i) 1es caractires de (k) Brolongés 3 p(x/x ' r) par la projection de noyau

H(K/k) 3

(ii) pour chaque caractére non trivial de K, on définit une représentation ire
réductible de D(K/k ’ r) dans l'espace E(T(k)r) des fonctions complexes sur
(x)* par la formule

6, (0, (2,%) £()n(@™ w) £(a] ), my € 2(k) , (zyw) € BWK) , L€ B(1(k)7) -

1
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Preuve. ~ Les formules (42) & (44) montrent que ST,G est bien une représenta-
" tion de T(k) , et (41) donne la compatibilité avec 1l'action de H(K/k) . Cette
représentation du groupe D(K/k ’ r) est irréductible, puisque sa restriction au
sous=-groupe H(K/k) 1l'est déja. La formule sur la trace s'obtient, lorsque
o{n) # 0 , par (45), Tr RT(n) =1'(2(a - 1)/w) X2) dx , qui se calcule par (19),

et en complétant par e(n) , on obtient la trace de 6T e(n) :
?

x0T (2" = 2+ 77)/q) 0(n) ,

valable aussi si n' = - 1 ; 11 reste & vérifier que c'est égal a - x(nr) - 6(n) ’
ce qui provient du fait que les éléments de norme 1 dans K sont des carrés. Le

reste de la proposition est une simple vérification.

4,7. Bn caractéristique 2 , il faut faire intervenir un groupe du type de celui
qu'utilise WEIL. Soit T un caractére non trivial de k . Le groupe HT(K/k) est

défini comme extension centrale de KX par le groupe T , par le cocycle
(47) (w, w') = 1(w, w')) , o0 (v, w') est donné par (28).
On pose alors, avec les notations de la proposition (5) pour o, et ol :

(48) p(u) = ¢!u) p (u) , wek, av) =@ (v) ¢ (v) , vex;

on définit ainsi deux monomorphismes pT et qT de k dans HT(K/k) , satisfai-

sant 4 la relation de commutation :

(49) (p,(2) 4 (") = 7(w) , u,vex.
)2

Et comme a2 + E? = (a +3)° =1, la relation (37) s'écrit sous la forme :

_ o' (u') ¢ (v')
(50) 2l g (v) p(u) n=—L T t(uv + u'v') q (v') p_(u')
T T ' / T T
o1(u) o (v)
ou u' et v' se déduisent de u et v par la matrice (37'), o b =1 .

I1 est clair que la représentation ﬂT de H(K/k) daéfinit canoniquement une re-

présentation, notée également nT , de HT(K/k) , qui est irréductible.

4.8, LEMME 7. - Action des caractéres quadratiques sur HT(K/k) (p = 2) : Soit

k un corps fini de caractéristique 2 .8i o€ Xz(k) est un caractére quadra-

tique de k , d'élément associé o relativement & 7T , caract®re non trivial de k,

on définit un automorphisme tT(¢) de H(K/k) par :
(51) t (9) ¢ q (v) p () k= o(u) q (v + w) p(w), wu,vek

et trivial sur le centre I l'application t_  est un wonomorphisme de Xz(k)

dans le groupe des automorphismes de HT(K/k) qui sont triviaux sur le centre.

Soit T(p) 1'automorphisme unitaire de E(k) donné par T(p) £ = @.f ; alors,

t (%)
(52) 1m0 7o) = (n ") pour towt he K (%K), e 1,00 .

LEMME 8. - Action des éléments de k sur HT(K/k) : Soit ® un élément non nul

de k , corps fini de caractéristique 2 . L'application suivante est un automor-
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phisme de HT(K/k) trivial sur son centre :

(53) dT(w) : qT(V) PT(H) -3 7(uv) qT(uurl) pT(uw) , u,ve k.

Soit D (w) 1'automorphisme unitaire de B(k) défini par D (o) #£(x) = At x);

alors,

w

d
- *
(54) D (o) b (e) D (w)=m (n" ), pour tout he (KK, wek .
Ces deux lemmes se vérifient sans difficulté, comme le suivant.

LEMME 9. - Décomposition de l'action des éléments de norme 1 , caractéristique

2 ¢ Soit n € T(k) . Posons w(n) = nr +-3?

, et soit rT(n) 1'automorphisme de

HT(K/k) défini par (50). Si w(n) # 0, on a la décomposition :
(55) r (n) =t (y) 4 (un)) ¢ (y*)

ol les caractdres guadratiques sont

s(0) = o_(uaw ™) ol(w)/e () et y'(u) =@ (1) /e (u) o (usw™)
T T T T T T

les deux caractdres gquadratiques P et @} sont définis dans la proposition 5,

, —r - r  —r
et on a notée w = w(n) , o=an +an , 6 =an + an .

4.9. La décomposition (55) permet de relever rT(n) dans le groupe unitaire de
E(k) au moyen des opérateurs (52) et (54). On posera ainsi :

(56) R.(n) =1(y) D (o) T(y') si w=uln) = T+ £0,d.e. nt AL,

Par contre si n’ =1 , On posera RT(n) =1.

LEMME 10. - Détermination du cocycle fourni;par le relévement de l'action de

T(k) : Gardons les notations précédentes. On a :

(57) RT(n)_1 = RT(n—l) pour tout n e T(k) .
R (n)) R (ny) = v(4] vp) R (2 ny) siowlng) wlny) wln) ny)) #0,

o ¢1 ot ¥y sont lés caractd®res .quadratiqaes donnés par (55).

Preuve. L'automorphisme r(n) étant donné par (55), rT(n-l) est alors :
r ) = e (@) = ¢ 0T 8 () £ G
et tT étant un homomorphisme, dT(w) une involution, on a bien (57) quand w # Oe
si n' =1, c'est clair. Pour (58), on part de rT(nl) rT(nz) = rT(n1 n2) , qui
montre que les opérateurs RT(nl) RT(nz) et RT(n1 n2) ont le m&me effet sur la

représentation irréductible nT , donc ne différent que par un scalaire A de T .

Si on écrit alors que, pour tout f e E(k) , on a 1'identité suivante
t = -1 '
D (w) (4] o) D (wy)) £ =2 2C7 ¢) D () Tyt 437) £, Ael
qui est aussi, pour le premier membre

S (8] () w(xya}?) r(xauy!) £(2) a2 = v(y] 4,) Iy 2(2) a(2) az



avec
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) X2(k) , et pour le second membre Jk £(z) ¥(z) dz , ¥ e X,(k) , ce qui im-

plique A = y(wi ¢2) (démonstration de WEIL, [3], § 15).

4.10. Il reste a calculer explicitement le systéme de facteurs (58). Donnons seu-

lement les étapes essentielles j on pose wo = ¢i WZ avec les notations ci-dessus @

(1) 4o = o (uu) 17 0) , wf =

2 w
w w9

' 1 1 1
, o/l = Tr al — e t—) ;i
1+n 1+n1 1+n2

(ii) y(wo) = $T(v/cu) si T(u) = T(c2 uz)(Remarque 1.1.) H

(111) §, (v/a)

)—1 par (17)

]

y(wT) wT(v/Cu

0 (2(s/(1 + TN/ 0 (12 /1 + TV /0)

r(1/c%) 5-
@T((Tr a/(1 +'§r))1/2/c)

wT(v/cM)

(v) si yeX et y+y=1 alors T(j§/cz) ==13

(vi) Posons ¢(n) = - Y(wT)—l ¢T[c-1(Tr(a/1 + Hr))1/2] , alors Y(WO) =

e(n)

1

(vii) e(n) e(n—l) =1, en utilisant (6) et (202).

On obtient alors le résultat suivant :

4.11. PROPOSITION 7. - Représentations des groupes diamants, caractéristique 2 3

Soit

k un corps fini de caractéristique 2 , et soit D(X/kx , r) 1le groupe cons-

truit ci-dessus (4.5.). Les classes de représentations irréductibles de D(K/k , r)

gqui ne sont pas triviales sur le centre de H(K/k) sont en correspondance bijec-

tive avec les couples (t , 8) formés d'un caractdre non trivial de k et d'un

caractdre 8 de T(k) ; une réalisation unitaire dans 1'espace E(k) est donnée

par les formules suivantes :

(59)
(60)
(61)

Si

o

—~
=]

~
1]

e(n) e(n) RT(n) si n"#1 ob e est donné par (vi), R par (56)

6. o(n) =6(n) si n’ =1

T,0

67 elH(K‘/k) est la représentation ﬂT de la proposition 5, formule (35).
?

n¥ #1 , la trace de 1l'opérateur 67 e(n) est - 8(n) , sinon, c'est qe(n) .
, —_—

Les autres représentations irréductibles de D(K/k , r) sont, & équivalence prds,

les suivantes :

(i) les caractéres de T(k) , prolongés a D(X/kx , r) par la projection de noyau

H(K/k) ;

(ii) pour chaque caractire non trivial de K , on définit une représentation
irréductible 6n de D(K/x , r) dans 1'espace E(T(k)r) des fonctions complexes

sur T(k)r par la formule

Gu(nl(z'w)) £f(n) = u(n™" w) f(nf n*) , n

€K, (z,9) e H(K/E) , fe (k)T .

Preuve. = Les calculs précédents montrent que § est une représentation de
— %

D(X/x , r) , irréductible puisque sa restriction au sous-groupe H(K/k) 1'est déji



La tracc se calcule en écrivant RT(n) f avec un noyau, et, par (55), on a donc

R (n) £(y) =, 4(g) lav/w) u'(x) £(x) ax

et donc
(xo/ 0
1r R (n) = J, ST () ax = (o)) o GEEDYAT

par (17) : clest - f»:(n)_1 , d'ol le résultat. Le reste de la proposition est fa-

cile,
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