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G7-01

MÉTHODES DE FACTORISATION ET NOMBRE DE CLASSES

DES CORPS QUADRATIQUES

par Henri COHEN

Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU
(Groupe d’étude de théorie des nombres)
14e année, 1972/73, n° G7, 10 p. 11 décembre 1972

Mon but est d’exposer une nouvelle méthode de factorisation des nombres entiers
découverte récemment par D. SHANKS [2] ; un outil essentiel est la possibilité de
calculer rapidement le nombre h(- D) de classes de formes quadratiques positives
primitives (f. q, p, p.), de discriminant - D , et donc aussi le nombre de classes

d’idéaux d’un ordre d’un corps quadratique imaginaire. La structure de groupe s’ob-
tient également très facilement si on le désire.

Rappelons d’abord les méthodes existantes.

1. Méthodes classiques de factorisation.

Nous nous placerons toujours du point de vue d’un individu ayant l’usage d’un or-
dinateur et qui veut factoriser un nombre N , et nous comparerons les méthodes du

point de vue de leur rapidité pour des N d’une certaine taille. En général, on

est amené à utiliser plusieurs méthodes simultanément. La meilleure référence sem-
ble être D. 

1.1. La méthode des diviseurs (D) . - C’est la méthode la plus naturelle. On
choisit une suite d’entiers facile à déterminer  d 2  ...  d n  ... , ’

contenant tous les nombres premiers, et on divise N successivement par d 1 ,d 2 ,...
jusqu’au plus grand d.  ~IN , Si aucun de ces d. ne divise N , alors N est

premier, sinon le plus petit des d~ rencontrés, qui divise N , est le plus petit
facteur premier de N, et si on veut la factorisation complète, on recommence à
travailler sur N/d..

Par exemple, si d. = i + 1 , la méthode prend au plus N divisions. Si d.=p.
le i-ième nombre premier, la méthode prend au plus N opéra-
tions. En général, les méthodes intermédiaires entre ces deux exemples sont opti-
males, car on ne dispose pas d’une table infinie (ou même allant jusqu’à 10~ ) de
nombres premiers. On choisit un entier k , et on prend d. 1 = p. pour i  k , et
la suite croissante des entiers non divisibles par p , ... , p pour i > k .

Typiquement, pour des nombres de l’ordre de 10~ à 10~ , on prend k ~ 9 ou 10
(i. e. p ~ 23 ou 29 ).

De toutes façons, quelle que soit la variante adoptée, la méthode est pratiquement
en O(N~) opérations, le petit facteur logarithmique apporté par la possession
d’une très grande table de nombres premiers étant négligeable en pratique par rap-
port à une méthode intermédiaire convenable.



Si on veut que le temps de calcul soit raisonnable, on ne peut guère dépasser de

N de l’ordre de ~o~~ à 10~~ .

1.2. La méthode de Fermât (F). - De même que toutes les autres méthodes moins
"naturelles", on l’utilise quand on n’a pas réussi à trouver de petits diviseurs

par la méthode D.

La méthode de Fermat consiste à trouver le plus petit y tel que N = x2 - y .
Si y ~ x - 1 , ceci fournit une factorisation de N . Cette méthode revient à

chercher les diviseurs de ~d en descendant, partant de wN ~ , et a divers avantages
tel que le fait que l’on peut éviter toute division, et utiliser des cribles pour

reconnaître les carrés. Elle est encore en O(N~) et pas moins.

La méthode ci-dessous est en général meilleure, mais est plus complexe.

1.3. La méthode de Legendre (L). - Elle consiste à résoudre la congruence
t2 (mod N) ; ~ . si les seules solutions sont x (mod N) , alors N est

premier. Sinon (N , x - y) ou (N , x + y) sont des diviseurs non triviaux de

N . C’est une généralisation de la méthode de Fermât. En général, on ne l’utilise
qu’après avoir vérifié que N n’est pas premier (voir 1.4).

Pour résoudre la congruence, on cherche les petits résidus quadratiques a de

N , i. e. les solutions de x2 = a (mod N) . Si on trouve deux solutions possibles,
alors on a une solution de x2 = y2 (mod N) . Plus généralement, si on a une so-
lution de x2 ~ a (mod N) et y2 ~ b (mod N) , et que ab est un carré, ab=c2,
alors (xy)2 = c2 ( mod N) fournit une solution.

Pour trouver des petits résidus mod N , on emploie la méthode des fractions con-
tinues. Soit k un petit entier, et supposons que x/d est un convergent de la
fraction continue pour VkN . Alors |x2 - kNd2| est petit, et si on pose

x - kNd2 = a ,

on a donc un petit résidu (mod N) . Pour plus de détails sur cette méthode, je
renvoie à D. 

Cette méthode possède un gros avantage supplémentaire : même si l’on n’obtient
pas de solutions de la congruence, le fait d’obtenir des petits résidus quadrati-
ques entraîne, via la loi de réciprocité, que les diviseurs premiers de N sont

dans certaines progressions arithmétiques. Par exemple, si on trouve une solution

de x2 =2 (modN) y alors on sait que si pJN , on doit avoir p _ ~ 1 (mod 8) : .
ce qui divise par 2 le nombre de diviseurs possibles, et accélère donc notable-
ment la méthode (D). C’est d’ailleurs ainsi que LEHMER, BRILLHART et JOHNSON ont
trouvé que :

2 ~o~ - 1 = 742339208719.341117531003194129 .
Cette factorisation n’aurait pas pu être découverte en un temps raisonnable par

(D) ou (F) seuls.



1.4. Tests de primalité (P). - Les tests de primalité les plus utiles sont
fournis par une réciproque au théorème de Fermât. Ce théorème affirme que si p

est premier et (a, ~ p) = 1 , alors 1 (mod p) . La réciproque directe est
fausse. En effet, il est facile de voir par exemple que, pour p = 561 = 3.11.17 ,

alors

Le résultat correct est le suivant (voir par exemple KNUTH 

THÉORÈME 1.4.1. - Pour que N soit premier, il faut et il suffit que, pour tout

diviseur premier p de N - 1 , il existe un x tel que

Ceci fournit un test extrêmement efficace de primalité. En effet, une expression
de la forme ab(mod c) s’évalue très rapidement (en 0(log b) opérations) en dé-

composant b en binaire et en calculant a, a2 , a4 f aB , .., mod c , et multi-

pliant chaque exposant figurant dans la décomposition binaire de b . Le seul pro-

blème est que ce test nécessite de connaître la factorisation de N - 1 (Il est

remarquable que la factorisation de N dépende de celle de ~~ - ~ : ) . S’il est
trop difficile de trouver cette factorisation, d’autres tests en 0(log N) opé-
rations sont disponibles, utilisant la factorisation de N + 1 à la place de N-l.

Ce test en o(log N) opérations est très efficace, et permet de montrer la pri-
malité de nombres très grands. Malheureusement, si on tombe sur un N très grand
tel que i 1 (mod N) par exemple, et que la méthode (D) n’a pas fourni de
diviseurs de taille raisonnable, on est obligé de recourir à l’algorithme (L), ou
(S) ci-dessous.

Rappelons également que, pour des nombres d’une forme particulière, par exemple
de 3a forme h est petit, on dispose de tests également en

0(log N) opérations particulièrement bien adaptés. C’est ainsi que l’on a décou-

vert que le nombre

était premier. C’est à ce jour le plus grand nombre premier connu explicitement ( ).

(*) Voir : TUCKERMAN (Bryant). - The 24th Mersenne prime, Notices of American ma-
thematical Society, t. 18, 1971, p. 608. Plusieurs personnes, dont moi-même, ont
indépendamment vérifié le fait que 21~~~ - ~ est premier, vérification qui prend
entre 10 et 40 heures sur des ordinateurs courants. C’est donc un résultat digne
de foi.



2. Ra els sur les formes quadratiques binaires.

Nous noterons (A , B , C) la forme quadratique

où A, B , C sont entiers ; - A = B2 - 4AC est le discriminant.

Nous supposerons toujours dans la suite p > ~ , i. e, que le déterminant est né-

gatif. A et C sont alors de même signe et il est clair que l’on peut se res-

treindre à étudier les formes positives (i. e. avec A , C > 0 ).

Nous supposerons le lecteur familier avec les notions de forme primitive, de ré-

duction, et de composition des formes binaires, que nous utiliserons fondamentale-

ment dans la suite.

Voici deux algorithmes efficaces pour effectuer la réduction et la composition.

Algorithme de réduction. - On cherche une forme réduite équivalente à (A,B,C) .
On itère le procédé suivant jusqu’à ce qu’on obtienne une forme réduite. Soit D

l’entier tel que - C  B + 2DC ~ C ; 9 alors on pose

et on continue sur (A , si elle n’est pas réduite.

Algorithme de composition. - Soient et F -- (A , B~ , C ~
deux f. q, p, p. de même discriminante et supposons A2 par exemple. On pose

soient Xl ’ YZ tels que

Posons D === (D , S) , et soient X , Y~ tels que

Par division euclidienne, on détermine Q , R tels que M = QV + R , et on pose

Alors on prend

et il suffit de réduire ~A , B , C ~ par l’algorithme de réduction ci-dessus

pour obtenir le composé de F1 , F .
Je laisse au lecteur le soin de montrer la validité de cet algorithme.



3. Théorie de la méthode.

3,1. On dit qu’une f. q. p. p. F est ambigesi F2 - I ,

THEOREME 3.1.1. - Pour qu’une forme réduite F = (A , B , C) soit ambige, il

faut et il suffit que l’une des trois conditions suivantes soit vérifiée

Or la possession d’une forme ambige fournit immédiatement une factorisation du

discriminant - A :

On a même le théorème fondamental suivant.

, ,

THEOREME 3.1.2. - Les classes ambiges correspondent biunivoquement aux factori-

sations A=fg avec (f , g) = 1 , 2 , 4 .

Exemple. - Si - 8 = 1 (mod 4) , on ne peut qu’avoir (~’ , g) = 1 , et si A=fg
et f  g , on a la forme ambige

Bien entendu dans ce cas (i) ne peut pas se produire puisque B est impair.

On voit donc que factoriser 6 rev ient à trouv er les classes ambiges, i. e, la

structure du 2-sous-groupe de Sylow.

Soit h( - p~ - 2S.T le nombre de classes de f. q. p. p., avec T impair. Le

2-sous-groupe de Sylow est d’ordre 2S . L’application F -.- > F~ envoie les h

classes dans ce sous-groupe. Si G = FT , on élève G successivement au carré: . G , ,

G , G4 , ... jusqu’à obtenir une forme ambige, que nous appellerons la forme dé-
duite 

.. 

de F . Cette forme ne sera pas l’identité (à moins que G ne le soit déjà,
et alors on prend un autre F ), et fournira donc une factorisation, peut-être tri-

viale, de 6. Une application répétée de ce procédé permet facilement de détermi-
ner la structure du groupe des classes ambiges, et donc la factorisation de A .

Il est à remarquer que si l’on obtient deux fois la factorisation triviale de A
à l’aide d’une classe avec a G2 == 0 , alors G G ~ sera am-

bige, différente de l’identité et de t~ .

4. Méthode rapide de calcul de h( - A) .

Comme on vient de le voir, tout repose sur le calcul exact de h( - p,~ , où



La méthode classique de Dirichlet donnant comme une somme finie, ou

la méthode de Gauss consistant à compter les formes réduites de discriminant - 6 ,

prennent toutes opérations et pas moins. C’est beaucoup trop long si on veut

l’appliquer à des 6 de l’ordre de 10 ou plus, ~ ce qui est notre but.

D’autre part, il est facile de voir qu’une fois h( - A) trouvé, le reste des

opérations nécessaires pour factoriser A prend 0(log a~ opérations, ce qui est

négligeable.

Voici donc comment l’on procède pour calculer h( - fi) .

Dans un premier temps, on calcule une approximation à h( - A) par la formule

où P est un nombre premier assez grand (un bon choix est P # 203944 ), et on cal-

cule ( - A/p) rapidement grâce à la loi de réciprocité.

Pour des nombres A de l’ordre de 10 20 , on peut montrer que l’erreur relative

sera presque toujours  ~... En fait, la probabilité pour que l’erreur relative
soit > z est

ce qui est ridiculement petit pour z = 1/20 par exemple.

Dans un deuxième temps, on cherche les relations du type

que l’on connaît.

Si on n’en connaît pas, on met b = 1 , k = 0 . On connaît beaucoup de relations
de ce type. Par exemple, y si A = 4N , 

’

pour ne citer que la plus simple, ce qui se démontre aisément en constatant, par
exemple, que la forme (2, 2 , (N + 1)/2) est ambige.

Dans une troisième étape, on choisit H vérifiant les relations obtenues, le

plus proche de l’approximation plus, au cours du calcul de h’( - a~,
on a en particulier déterminé les petits nombres premiers p > 2 tels que

Pour chacun de ces p , on a - a z B§ (mod p) pour un certain Bp que nous

choisirons pair si 0394 z 0 (mod 4) , impair si 0394 z 3 (mod 4) . Alors 0394+B2p=4p C ,P P



et nous garderons un petit stock des formes

L’idée essentielle est simple : si h = h( - A) est le nombre correct de classes,

on doit avoir F~ = I pour tout F. On calcule donc FH (rapidement, ~n expri-

mant H en binaire, y comme pour tout calcul de puissance ; ceci ne nécessite que

0(log H) opérations). Si I , on doit apporter une correction pour obtenir h :

h = H + C .

Bien sûr on peut essayer successivement C = ± b , ± 2b , etc... jusqu’à ce que

l’on obtienne il + C satisfaisant à FH+C = I . Toutefois, si H est grand, ceci

risque d’être long, et la méthode suivante est beaucoup plus rapide.

Pour un entier s à déterminer, on calcule

d’où immédiatement (A , - B , C ~ ~.
n n n

Si pour un n = - s , ... , s on obtient

alors on a F = I . On identifie deux formes aisément grâce à l’unicité de leur
forme réduite.

Si l’on n’obtient pas une telle identification, on pose g = 2sb , y et on calcule

FH+r
g 

pour r = + 1 , - 1 , + 2 , -2 , ... jusqu’à ce qu’on obtienne FH+r g=Fbn .

On a alors

Graphiquement

On translate H par la largeur de la bande - bs  n ~ bs , jusqu’à ce que l’on

tombe dans la bande permise. Pour minimiser le nombre de compositions, on veut

Puisque C = rg - bn et que, en gros, on suppose C ~ H/1000 , on pense que

semble donner une bonne valeur de s . On prendra donc

Puisque h = 0(A~~) le nombre de compositions nécessaires est

Nous ne sommes pas encore entièrement sûrs que le h = H + C soit correct. La

vraie valeur de h peut-être un multiple. Pour être sûr, on doit déterminer la



structure de groupe toute entière, ce qui se fait en généralisant la technique ex-

pliquée ci-dessus pour le 2-sous-groupe de Sylow. De toutes façons, l’éventualité

d’une erreur, même sans vérifications y est comme on l’a déjà dit très faible.

5. Méthode de factorisation de Shanks (S).

On veut factoriser un nombre N . Si N=0,3 (mod 4) , on prend 0394 = N .
Sinon, on prend A = 4N .

On calcule h( - A) par la méthode du § 4, et on trouve le 2-sous-groupe de

Sylow par la méthode du § 3. On trouve ainsi toutes les factorisations f - g = 6

avec (f , g) = 1 , 2 , 4 . Si on a trouvé une factorisation non triviale, on a ga-

gné. Sinon ce n’est pas encore tout à fait fini. Pour simplifier, supposons

N _~-_ 3 (mod 4) ,

donc 6 = N .

Si les seules factorisations obtenues avec (f , g) = 1 sont 0394 = 1.D = A.1 , 3
cela prouve seulement que A est puissance d’un nombre premier, d’exposant impair

puisque 0394 ~ 3 (mod 4) . Or il est facile de montrer que si alors 

Il suffit donc de calculer (p , h( - A)) par l’algorithme d’Euclide (en 0(log A)
opérations). Si c’est plus grand que 1, cela donne un diviseur de 8 t sinon A

est premier.

Cette méthode a donc l’avantage d’être à la fois un test de primalité et une mé-
thode de factorisation.

6. Exemples.

(a) Supposons que l’on veuille factoriser N = 49649 . Je donne cet exemple pour
montrer comment on fait les calculs à la main, mais bien entendu, dans ce cas, il

est beaucoup plus rapide d’utiliser la méthode (D).

Puisque N = 1 (mod 4) , on prend p = 4N = 198596 . On trouve 2.03941 4 ~ 42 et

les symboles de Legendre, pour

p = 2 , 3 , 5 , 7 , 11 , 13 , 17 , 19 , 23 , 29 , 31 , 37 , 41 ,

sont respectivement

0 , 1 , 1 , 1 , 1 , -1 , 1 , 1 , 1 , 1 , -1 , -1 , 1 ,

et on trouve une approximation h’ # 186 qui satisfait à 0 (mod 2) que

l’on connaît a priori. On choisit donc H == 186 .

On prend maintenant la première forme F stockée, soit

on obtient successivement :



et on constate que = F , donc == 1 . Nous sommes donc pratiquement cer-

tains que h( - ~) = 186 . Pour en être sûr, nous allons déterminer la structure du

groupe. Ici nous avons de la chance : montrons que F est un générateur (donc que
le groupe est cyclique). Au passage nous déterminerons la factorisation de A grâce
à 

D’abord les diviseurs premiers de 186 sont 3l , 3 , 2 . On a

Enfin calculons F 93 = F 186~ 2 .

Donc I , et F est d’ordre exactement 186 .

D’autre part, on obtient également immédiatement la factorisation voulue de N .

(b) 6 = 328878692999. C’est le plus petit p tel que ( - pour

p = 2 , 3 , ... , 127 . L( 1 , x ~ est donc très grand, et en fait on a

On en déduit immédiatement que le 2-sous-groupe de Sylow se réduit à l’identité,
donc on n’obtient qu’une seule factorisation A = 1.p . Comme il est expliqué au
§ 5, la vérification (~, , h( - A)) = 1 montre que 6 est premier.

(c) p ~ 928 185 925 902 146 563 . Ici L~ 1 , X ) = 0,17198 et



G7-10

Le premier F stocké est F = F-.. = (73 , 71 , 3178718924322437) . On calcule
alors G = F1648111 , puis G , G’ qui est ambige.

d’où la factorisation L~ = 1189633.780228798211 .

On ne sait pas encore que cette factorisation est complète. On sait seulement que

le 2-sous-groupe de Sylow a un élément d’ordre 8 , donc est

On pourrait maintenant choisir un autre F , et trouver le 03B1 correspondant,
P

mais parmi les formes stockées on s’aperçoit que

et en fait F1648111199 est d’ordre 32, donc S = Z%, .32Z , donc aucun autre
Vérifiant enfin (A , h( - 0394)) = 1 , on en déduit que la facto-

risation est complète.

7. Conclusion.

La méthode de Shanks présentée ci-dessous possède plusieurs avantages.

D’abord, elle est en 0(03941 4+~) , ce qui est plus rapide que toutes les autres mé-

thodes citées. Malheureusement, la composition étant une opération lente, ne serait-

ce qu’à cause des deux p. g. c. d, à faire, la constante devant le grand 0 est.

grande. La méthode commence donc à être utile seulement pour des N > 1014 pour

fixer les idées.

D’autre part, elle a un aspect esthétique indéniable. Au lieu de chercher à ta-

tons un diviseur de N , on va le chercher directement grâce à l’application

= G

qui aboutit dans le 2-sous-groupe de Sylow. On va ainsi à une "adresse" bien dé-

terminée pour trouver la factorisation. Pour de très grands nombres (disons > 1026)
le calcul de h( - ~) peut commencer à devenir trop long. La méthode ne sert alors

plus à rien, et il faut se rabattre sur la combinaison (L)-(D) discutée plus haut,

qui semble être la plus efficace connue pour d’aussi grands nombres.
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