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Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU _ G6~C1
(Groupe d'étude de Théorie des nombres)
14e année, 1972/73, n° G6, 7 p. 4 décembre 1972

INTRODUCTION A L'ALGORITHEME DE JACOBI~PERRON

par Roger PAYSANT - LE ROUX

1. Construction de l'algorithme.

Pour la détermination du p. g. c. d. de deux nombres naturels x , y , on se sert
de 1'algorithme d'Euclide, ce qui donne aussi le développement de y/x en fraction
continue. Pour avoir un algorithme plus général, on part de la recherche du p. g. c-

d, de n + 1 nombres naturels donnés : Xy 2 Xy y eee 5 X

n
1 = + x! C <l = ot %! ]
X, =& X, 0 x) =8 X5 +Xg .o
= ' t = gt ! "
X, = a, ¥y + X X5 = a5 X)) + ]
(1) < LN 1 oo e
—_ ] | - ! ] 1"
X, =a Xyt+tx . X =8 X + X1

= x! | ——

\XO *n LXO *n
< ' < < n | | oo e

0 g x5 XO 0 X0 < XO
Xy s xé ’ xg , «s. est une suite strictement décroissante d'entiers positifs,
t

nous aurons & un certain rang t , Xy = 0 .

Le méme procédé doit alors &tre poursuivi, avec moins de n + 1 nombres, jusqu'a
ce que l'on ait deux nombres et, dans ce cas, il est identique & l'algorithme
d'Euclide.

Nous pouvons écrire le systéme (1) de la fagon suivante :
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ou bien au rang v ,
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ou les (az) vérifient la condition :

v+l VL)

w1 wi=1 )
ee e ¢ an—l a ? 1 ?

v
bA (ai , ai~1 »oeee s By

(3) (a; s 2

n=-1 '’

ou > note l'ordre lexicographique.

2. Développement formel.
Nous définissons des suites d'entiers {Az}v (i=0,1, eee , n) par les for-

mules de récurrence suivantes :

. i vin+1 v Vv vl v ,Wn
(4) A; =0 (v#i, v<n), Ay =1, & = A] + el et allA)
i=0,1,...,n;\)=0,1,2,...
Pour tout entier v 2.0 , nous avons
v 1 v+n
Ag s A8+ b oeee s Ay
V) v+1 vin
(5) =(-1)
1 n
w, A;+ ) eee s AX+
v v v+l v ,vin
(6) . = Ai + ai Ai+1 + eee + aﬁ Ai+n (i 2 n)
AO + @y AO + cee + o, AO
1 Vo,V v vl v o vin
(7) an ees Qn-AO""Ql .A.o + oo +Oln A.O
Q'i'arli ev e a;=A;+{Y\)1 A.;-*-l‘i' ...+O!I\]), .A.iv+n (i=1 ’ 2 9 ocee ,n).

3. Interrugtion.

L'algorithme, défini par le systdme (1), est appelé algorithme de Jacobi-Perron

(noté A. J. P.) ; il peut &tre continué "sans interruptiog" aussi longtemps qu'aucun

nombre entier n'apparaisse pour Vay s si auvrang vy oo all € Z2 , alors on continue
1'algorithme avec les nombres Wy s eee anl .

THEOREME 1. - Si l'algorithme de Jacobi-Perron a m interruptions, alors il

existe au moins m relations indépendantes & coefficients dans 1'anneau des en-

tiers entre le systéme (1 , Oy 2 oses an) :

(x) (x) (k)
q Pi e‘g tels que PO + P1 ay

(k) o

n n

+ eee + P =0 (k=1,40s,m) .

Démonstration. - Aprés m interruptions, on a :

v+ v vHn+1 v o, vin
- Ai + Y1 Ai + ee. + @ Ai (1 =1 n)
i vHn v vHn+1 Vv o,vtn T
AO + am+1 AO + coe + o AO
vin+l y+m v vin+l v ,vin .
A7 = A7 g A *oeee B A (i 20,1 yeeeymn) ¥ y> vy 3
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vy étant le rang correspondant & la derniére interruption, on a

v+ v+
Ui ? Am—i r e Am—i
vHm vin
am , Am , ® e 0 ’ A.m _ 1
T vl vim v=1 vin-1 y=1
LN AO + AO .am+1 +..'+ AO . n
m win
o AX+ s oeee s A
, vHn=1 vl y=1 vin=1 =1 v+ vin
] meiCmer tooee Y At Op 2 A'm-i O (T 1
v+m=1 vin y=-1 vin-=1 y=1 \Vayil v+n
. Am +Am oam+1+ ."+Am .Q’n ,Am 9 eooe ’.A.m «0
vin-1 vim y-1 vin=1 vy=1 V+m vin
An + An -am+1 + eee + .A.n oO_’n ’ A.n 9 oee A.m
(i=0,1,-..,m—1)-
4. Convergence des Yréduites".
IWWV\I\AJ\MMMMI\MI\MNW
THEORRME 2. - On a :
AY
. i _
(8) lim z; = oy (1 = 1 5y eee s n) .
0

Remarques.

7 rd . \) \) — °
1° On n'a pas, en général, lim (Ai - oy AO =0 ;

2° Dans le cas n = 2 , on montre que A; - o. A

V' est borné.
i™0

5. Unicité du déveloggement.
THEOREME 3. - Soient
(%; ’ LN ) ’ a;)

v Vv
(Y, ves , bn)v§§

veEN

deux tableaux de nombres entiers positifs vérifiant la condition (3). Si on cons=-

truit, 3 partir des az (resp. b;), les suites {A;} (respo {B;}) par la formule

(4), et si on a :

AY BY
i X i
lim —_— = lim _
VHE Y BY
0 0

alors B.V=bv (i=1’o.-,n; \)ao).

6. Développement périodique.
L e S Y e e e e ateele 2

(a) Equation caractéristique.

Définition. -~ On dit qu'un développement est périodique si la suite @Y""’QZXEN
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est périodique, & partir d'un certain rang A .

On supposera A = 0 , et la longueur d'une période k .

0 k-1

Posons Po =&y soe Oy s alors
- k

() po=dg ...Q'§1=AIS+Q1A1({)+1+...+a’nAo+n
9

X k

Po % = A? + oy A?+1 +oeee + oy Ai+n
les équations (9) montrent que  p, est valeur propre de la matrice
k+J
(857 520,1, v ve )2y 20,1, o eupn

et que (1, @y oy oeee s an) est un vecteur propre associé a la valeur propre Po *

Po vérifie 1'équation

k k+1 k+n

A.O and p ? .A.O ] oo ’ A.O

k k+1 k+n

Al ? Al - p 93 eee Al

(10) =0,

k k+1 k+n

An [} A.n ’ Y ’ A.n el p

appelée équation caractéristique.

THEOREME 4, —= L'équation caractéristique admet au moins une racine positive, sa

plus grande racine positive est simple, et c'est Po

___

Soient g i(po) les cofacteurs de la matrice (A§+J)i j- Po I, alors le vec-

] 9
teur (gk,o(po) ’ gk’l(po) 9 eee o gk,n(po)) est vecteur propre, on a donc
g, .(p,)
(11) v, = =22 90 (=1, ..., n)
1 8,0\

et

K ='9'(C/1 9 oee Oln) C’g(po) -
Par (9), on aura 1'inclusion en sens inverse, d'od 1'égalité
(12) K = alpy) -

D'apres (10), est une unitéd de X .

Po
Une condition nécessaire et suffisante pour que le polyndme caractéristique soit

irréductible est que (1 , Ay y ey an) soient Q-linéairement indépendants.

Remarque. -~ Dans le cas d'un développement périodique (donc sans interruption),

(1, Qg oees s an) ne sont pas toujours 'g-linéairement indépendants (voir déve-

loppement périodique & une seule ligne 8 7) sauf pour n =2,
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k k+1 k+2
Ay =0 by s hy )
k k+1 k+2| _ 3 2,k k+1 k+2 _
£(p) = Ay o Al =p sy &) ==-p" +p (AO AT+ A ) +plie) +1 =0,
k k+1 k+2
By s Ay, B - p
d'ou
k=1 k+1 k+2
lpo p1 02! =1, Po = 2 a2 cee @, T = AO + @y AO + @, AO >1
k k+1 k+2
Po + p1 + Py AO + A1 + A2
_ (.k+1 k+1 k+2 k+2
Py + Py = (4 1 Bg )+ (a7 =y a570)
De méme,
v v vk+1 vk+1 vk+2 vk+2
Py + by = (4] a; Ay ) + (4 @, &S )
d'ol

|p¥ + pZI <Cte, ¥ v et lpl p2| <1,
ce qui entratne

lo, | et fp,l <1

(b) Degré d'approximation par les ¥réduites".

THEOREME 5 (PERRON). - Soient Py » Py » ++s » p. les racines de 1'équation ca-

ractéristique, et |p1| = max, _, n !pil y alors on a
“lgeevy st

HC, VE>O’ V\)ZO, V)\=O,1,o'.,k"1;
|Avk+A - Qi Avk+k| < Clpllv (1 + E)v (i =1 9 ooy n) e

Par contre, pour au moins un des nk couples (i , A) s il existe une constante

C' telle gue 1'inégelité suivante

vik+A vk+A v
!Ai = oy AO l > C'IPI!

soit vérifie pour une infinité de valeurs de vV oe

. . Lons 32 . \Y vy
COROLLAIRE 1. - 3i le développement est périodique, (lim (Ai - o Ao) = 0)

é:;(l'équation caractéristique est irréductible et admet un nombre de Pisot pour ra-

cine).,

COROLLAIRE 2. - Si le polyn8me caractéristique est irréductible et admet un nom—

bre de Pisot pour racine, alors les suites

. Vk+ﬂ
Ai |
i

{ LA

>
vk+K!
0 .fv

sont des approximations rationnelles simultandes régulidrement réparties.

(i=1, vee , n)

I
2
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Si on examine sous quelles conditions on a 1l'approximation
|4 - o; &7 <C(A(‘;)1/Il (vz0) (i=1, ..,n),

on montre que celle-ci n'est possible que dans les cas n=1 et n =2, avec la

condition restrictive que les conjugués de o o soient complexes.

1 2

7. Développement périodique & une seule ligne.

Soient (al » By g eee an) des entiers positifs vérifiant la condition
(an ’ an-l gecey an—i) 2~(ai » 8y g seeey a; 1) 3 i=0 9 1 5000y n =1 (ao = 1)
(> notant ici l'ordre lexicographique).

Les n nombres réels N - admettent le développement purement pé-
riodique a une seule ligne (a1 y ese o an) si, et seulement si, les nombres mi

sont donnés par les égalités :

fa’n=po
o = p2 a_ p
-1 Po~ 0
(13) J n-1 n
=0 _ 4 n-1 _ - a
(%17 P07 % Po e T 8y P
ou pp est la racine positive de 1'équation
Si, de plus, a, > an—l + & o + oo + al + 1 alors la racine positive Po de
1'équation (14) est un nombre de Pisot, et f(p) es* irréductible sur Q .
8 Déveloggement Eériodigue & n+ 1 lignes.
Soit 1'équation
a
(15) g(x)=xn+1"a Xn"'ca"'a X"—-O'=O
n 1 bo
ou les nombres a; (i=0 s 1 5 eee 5 n) et bo sont des entiers positifs tels

que @

aolai (i:l 9 oo ,n) et (8.0 ,bo)=1 .

Posons ¢y = ao/bO « Soit o la racine positive de 1'équation g(x) = 0 , et

considérons les n nombres

Q’n=(}'
(a4 = 2-'8,
(16) ot T T e
v =t - n-1 _
1"‘0{ ana .0"‘8-20_’
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alors, dans les deux cas suivants

()

(g)

an>ai .
¢y > 1 et (i =1 s see 5 1) ,
a -~ c
n 0
CO <1 et o &, zea; +1 (i=1, ... , 1) ,

le systéme de nombres (a1 9 eoe ah) admet un développement, par 1'A. J. P., pu~

rement périodique de longueur n + 1 , la période étant :

De

(o

(g

’al, By 9 eee s %;
a1 a2 n
Ty Ty s g T
° o
a
1
?(;,8.2,0..’311
plus, dans les deux cas
> .
) co >1 et an > an_1 + see + a1 + co + 1
) cp <1 et cya Za .+ ..+ a, + 205 + 1

le polynfme g est irréductidble sur q .

Le

~

polyndme caractéristique du développement est irréductible sur Q , et admet

un nombre de Pisot pour racine, il est donné par le déterminant suivant :

[1]

co(l - p) ’ 3.1 ) 8.2 9 oo al']_

an CO p 9 co(l - p) ’ al 9 oo ahhl
£(p) =

a1 CO p ’ a2 CO P 33 CO p 9 eee co(l - p)
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