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INTRODUCTION À L’ALGORITHME DE JACOBI-PERRON

par Roger PAYS-ANT - LE ROUX

Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU
(Groupe d’étude de Théorie des nombres)
14e année, 1972/73, n° G6, 7 p. 4 décembre 1972

1. Construction de l’algorithme.

Pour la détermination du p. g. c, d, de deux nombres naturels x, y , on se sert

de l’algorithme d’Euclide, ce qui donne aussi le développement de y/x en fraction

continue. Pour avoir un algorithme plus général, on part de la recherche du p. g, c~

d. de n + 1 nombres naturels donnés : x~ , ... , xn

x ~ x" , ... est une suite strictement décroissante d’entiers positifs,

nous aurons à un certain rang t, x~ == 0 .
Le même procédé doit alors être poursuivi, avec moins de n + 1 nombres, jusqu’à

ce que l’on ait deux nombres et, y dans ce cas, il est identique à l’algorithme

d’Euclide.

Nous pouvons écrire le système (1) de la façon suivante :

ou bien au rang v,



où les (a03BDi) vérifient la condition :
1

Où ? note l’ordre lexicographique.

2. Développement formel.

Nous définissons des suites d’entiers

mules de récurrence suivantes :

Pour tout entier 03BD  0 , nous avons

3. Interruption.

L’algorithme, défini par le système (l), est appelé algorithme de Jacobi-Perron
(noté A. J. P.) ; il peut être continué "sans interruption" aussi longtemps qu’aucun
nombre entier n’apparaisse pour 03B103BD1 ; si au rang 03BD1, 03B11-1 ~ Z , alors on continue

l’algorithme avec les nombres 03B103BD12 ... y 03B103BD1n .
THEOREME 1. - Si l’algorithme de Jacobi-Perron a m interruptions~ alors il

existe au moins m relations indépendant,es à coefficients dans l’anneau des en-
tiers entre le système (l y cy ~ ... ~ ~ ) ?

Démonstration. - Après m interruptions, on a :



1 étant le rang correspondant à la dernière interruption, on a

4. convergence des ~’réduites".

, ,

THEOREME 2. - On a :

Remarques.

1° On n’a pas, en général, lim ~A~ - a. = 0 ;
V-+.- 1 1 0

2° Dans le cas n = 2 , on montre que A03BDi - 03B1i Av est borné.
3. 0

5. Unicité du dévelo ement.

, "

THEOREME 3. - Soient

deux tableaux de nombres entiers positifs vérifiant la condition (3). Si on cons-
truit. à partir des av (resp. b~), les suites (respo B~~) par la formule

(4), et si on a :

6. Développement périodique.

(a) Equation caractéristique.

Définition. - On dit qu’un développement est périodique si la suite



est périodique, à partir d’un certain rang 03BB .

On supposera ~ ~ ~ , et la longueur d’une période k ,

Posons Po = a~ ... , alorsp0 n n 
’

les équations (9) montrent que p~ est valeur propre de la matrice

et que (1 , 03B11 , ... , an) est un vecteur propre associé à la valeur propre 03C10 .

p vérifie l’équation

appelée équation caractéristique.

THÉORÈME 4. - L’équation caractéristique admet au moins une racine positive, sa
plus grande racine positive est simple, et c’est p .

Soient g ’(pn) les cofacteurs de la matrice (A. ).. - p.. I , alors le vec-

teur (g03BB,0(03C10) , g03BB,1(03C10) , ... , g03BB,n(03C10)) est vecteur propre, on a donc

Par (9), on aura l’inclusion en sens inverse, d’où l’égalité

D’après ( ~0~ , p 0 est une unité de K.

Une condition nécessaire et suffisante pour que le polynôme caractéristique soit
irréductible est que (1 , 03B11 , ... , 03B1n) soient Q-linéairement indépendants.

Remarque. - Dans le cas d’un développement périodique (donc sans interruption),
(1 , ..., ne sont pas toujours Q-linéairement indépendants (voir déve-
loppement périodique à une seule ligne § 7) sauf pour n = 2 .



(b) Degré d’approximation par les "réduites".

THÉORÈME 5 (PERRON). - Soient Po ’ Pi ’ ° ° * ’ 03C1n les racines de l’équation £9
... , n |03C1i| , alors on a

Par contre, pour au moins un des nk couples (i, ~~ , il existe une constante
C’ telle que l’inégalité suivante

soit vérifiée pour une infinité de valeurs de v .

COROLLAIRE 1. - Si le développement est périodique, (lim (A" - OE 0)-; -- 
- 

.--- 1 0 ~
@# (l’équation caractéristique est irréductible et admet un nombre de Pisot pour ra-

COROLLAIRE 2. - Si le polynôme caractéristique est irréductible et admet un nom-
bre de_ Pisot pour racine, §lors les suites

sont des a roximations rationnelles simultanées régulièrement réparties.



Si on examine sous quelles conditions on a l’approximation

on montre que celle-ci n’est possible que dans les cas n = 1 et n = 2 , avec la

condition restrictive que les conjugues de c~ soient complexes.

7. Dévelop ement périodique à une seule ligne.

Soient a~ ~ ... , a ) des entiers positifs vérifiant la condition

(~ notant ici l’ordre lexicographique).

Les n nombres réels 03B12 , ... , 03B1n admettent le développement purement pé-
riodique à une seule ligne (a1 , ... , a ) si, et seulement si, les nombres aB

sont donnés par les égalités :

où Po est la racine positive de l’équation

Si, de plus, a~ > a + a~_~ + ... + a + 1 alors la racine positive p.. de

l’équation (14) est un nombre de Pisot, et f(p) es-": irréductible sur Q .
f~

n+ 1 lignes.
Soit l’équation

où les nombres a. i (i = 0 , 1 , ... , n) et b~ sont des entiers positifs tels
que :

Posons c~ = Soit ~ la racine positive de l’équation g(x) = 0 , et

considérons les n nombres
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alors, dans les deux cas suivants

le système de nombres ..., admet un développement, par l’A. J. P., pu-
rement périodique de longueur n + 1 , l a période étant :

De plus, dans les deux cas

le polynôme g est irréductible sur Q .

Le polynôme caractéristique du développement est irréductible sur Q, et admet
un nombre de Pisot pour racine, il est donné par le déterminant suivant :
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